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Indledning. 



Det er en indtil Trivialitet gjentagen Sandhed, at intet Frem- 
skridt i Historiens Løb er skeet pludseligt; der gives intet Spring 
i Udviklingen; alle Reformer komme vel forberedte. Erkjendel- 
sen heraf kunde, for en overfiadisk Betragtning, synes at betage 
de enkelte Mænd, til hvis Navn disse Reformer som oftest have 
været knyttede, noget af deres Storhed; men i Virkeligheden vil 
den nøie Undersøgelse af hine forudgaaende Fremskridt, der in 
nuce indeholder de Tanker, disse Mænd havde slaaet fast, meget 
mere bekræfte deres Storhed, idet denne saameget bedre for- 
staaes. Undersøgelsen vii vise hine første Begyndelsers Uklarhed 
og Frygtsomhed, der modsætter sig at forlade de slagne Veie; 
idet den afslører, hvorledes de nye Tanker hist og her vinde Rum 
og Udbredelse, lader den endnu almindeligere og tydeligere se, 
hvilken Ærefrygt der omgiver det bestaaende, og samtidig, som 
den giver os Øie for, at der maa on Opdragelse til, før den En- 
kelte kan føre sin Reform frem, lærer den os just det at kjende, 
der ved at møde hindrende gjennem saa lange Tider, giver det 
bedste Vidnesbyrd om dens sande Betydning, hvem Fremskridtets 
endelige Seir skyldes. 

Disse Betragtningers Sandhed vil ^øre en saadan Undersø- 
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gely(! til Pliti;t for enhver, iler agter at boKtetnmo, merl hvad Ret 
(totte eller liiiit Fremskridt tilskrives en enkelt; men det het' fore- 
liggende Emne gjør det, af flere Grunde, yderligere nødvendigt at 
foretage et saadant Tilbageblik. 

Poncelefs Betyåning er knyttet ti! Tilblivelsen af den moderne 
Geometri. Det er bekjendt, at man finder Spor af modem-geome- 
triske Emner, saavel Sætninger som Problemer allerede bos de 
Gamle. Det ligger derfor nær at tro, og kan høres paastaaet, at 
en modem- geometrisk Tankegang allerede skulde været de Gamles 
Eie, at den perspektiviske Projektion eller lignende skulde været 
dem bekjendte Bevismidler. Dette er, efter vor Formening paa 
den ene Side en Overvurdering af de Gamles Geometri, og paa 
den anden en Miskjendelse af dens Karakter, som det derfor gjæl- 
der at paavlse og rette. 

Lignende gjadder flere af de Tilsprang til Prøce^ef sfeTheorier, 
der lade sig paavise i den senere Udvikling, og navnlig er det 
ikke uden Betydning, naar saadanne Forgjængere vitterlig i en 
senere Tid ere glemte, saa deres Indflydelse paa Udviklingen og 
det endelige Gjennembrud er illusorisk. Uden at vi her vil udtale 
os om de særegne aandelige Kanaler, ad hvilke Ideerne flyde fra 
Individ til Individ eller fra Generation ti! Generation, hvis Paa- 
visning trodser enhver Granskning, men som dog er Skyld i at 
saameget, der gaar for originalt, kun er Reproduktion, vil vi her 
kun hævde, at der ofte ingen direkte eller paaviselig Forbindelse 
er mellem ældre og yngre Ideer af endog stor Overensstemmelse. 
Naar et historisk Værk, som Chashs's „Aper^u historiqiie" dvæler 
ved de interessante Frembrud i ældre og yngre Tider af Theorier, 
vi i gjennemtørt Skikkelse kjende fra Monge eller Poncelet, saa 
ligger det nær at fremdrage dem paa disses Bekostning, skjønt 
der hører en Paavisning til, om ogsaa nogen Forbindelse existerer. 

Denne Paavisning mangler for en stor Del i det nævnte Værlc 
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XI 

af Cliaslcs. Vi skiil lad« det være os magtpaaliggcnde iall'ald at 
forsøge en saadan. Af Aarsager, hvortil vi skulle komme tilbage, 
vil det imidlertid sees, at vi her snarere har stillet deo fremtidige 
Forskning et interessant og vigtigt Problem, end selv ydet noget 
betydeligere Bidrag til dets Løsning. 

Men til disse Grunde kommer endnu en og for os den vig- 
tigste. Den udspringer fra vor Opfatning af Poncelefs Betydning. 

Denne lægger vi ikke alene i de enkelte store og vigtige Ideer 
og Theorier, der gjennem ham er blevet den senere Geometris 
Eie, men meget mere særlig i den Omshabning af den rene Geo- 
metris Væsen, der ved disse af ham iværksattes, og hvorved der 
istedetfor en lidet metJtodish og generel Q-eomeln\ traadte en Geo- 
metri, modtagelig for den høieste Udvihling, fordi alle dens Besul- 
tater har den fulde Almengyldighed, som man til da alene kjendte 
hos Analyse og Algebra. Denne Betydning for Geometrien gjælcler 
det for os at hævde for Poncelef i den Grad, den tilkommer ham, 
og hvoi'i den ogsaa var ham selv bevidst. For at vise dette tyde- 
lig maa vi karakterisere den Geometris Væsen, der existerede før 
ham, samt de Fremskridt i denne Retning, der skyldes hans nær- 



Indenfor vor Opgaves Ramme ligger der saaiedes efter den Be- 
svarelse, vi maa give paa det opstillede Spørgsmaal*), først at ka- 
rakterisere den fra de Gamle nedarvede Geometri, mod hvis Bag- 
grund PonceleVs nye skal staa belyst. Dette med en Paavisning 
af de ovenfor omtalte enkelte Træk af mere modern Karakter, vi 
(inde hos de Gamle, vil være Indholdet af 1ste Kap. adet Kap. 
gjetinenigaar de vigtigste Tilfælde af Fremskridt og Forglemmelse 
som Udviklingen fra Eenaissancen til Momje' opviser. 



I NierværonJe Afbandling nv paa et Par Udvidelaer nær overeuastemmendo med vo 
pijsbeleiinede lieEvarelse af Uniyersitetets mathematiske Prisopgave for 1873. 
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XII 

Al særlig Betydning for Poncelefs eget) Udvikling er det føl- 
gende Tidsrum 1794 — 1810, som kan k&\Åes den Mongé ske Periode. 
Den afhandles i 3die Kap. og 4de meddeler Gangen i Foncelet's 
Studier, hvoraf Spørgsmaalet om hans Originalitet afhænger, samt 
den samtidige Udvikling indtil Udgivelsen af „Traité des proprié- 
tés projectives." — Med dette 4de Kap. ender den første mere 
historiske Afdeling af Besvarelsen. De nærmest følgende Kapitler 
drøfte de i hans nævnte Værk fastslaaede Hovedtanker, idet der 
enkeltvis gjøres Rede for hver især. 

Endelig vil det sidste Kapitel, saavidt det er os muligt, be- 
lyse hans Forhold til de følgende Mathematikere, og særlig i Re- 
sumé Betydningen af „ Traité des proprietés projectives"' sammenlig- 
net med senere Fremskridt. 

Det vil af det hele fremgaa, at vi ikke kan dele den Opfat- 
ning af Foncelet's Betydning, som kan læses ud af Chasle-i's to 
historiske Årbeider: 

„Aper^ historique sur Vorigine et le développement des métho- 
des en géométrie, partiailihrement de celles qui se rapportent a la 
géoniétrie moderne,'* og „Uapport sur les progrés de la géométrie" 
(en Trance). 

Det har i Virkeligheden været os paafaldende — og det i 
høiere Grad, eftersom vore Studier i Opgavens Anledning er skre- 
det frem, ligesom vi vide, at denne vor Følelse deles med os af 
kompetente Dommere i Udlandet, — at se den Kjøliglied, livormed 
Gkasles i disse Værker omtaler Foncelet. 

Hvad „Apergu histongiie" angaar, Jaa vistnok dens Affattelses- 
tid endnu for nær ved det Tidsrum, hvori Foncelet's Reformer 
falde, og det er derfor ikke uforklarligt, at C/iasles, der selv kun 
er lidet yngre end Foncelet og som denne, direkte Elev af den 
Monge-Carnot'ske Skole, forskjellig fra den af os ovenfor udtalte 
Opfatning, lader sin historiske Udvikling kulminere i Monge og 
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Carnoi. Det er nu snart et halvt Aarliundrecle, siden Planen lag- 
des til „AperQu historique", og Nutiden har selvfølgelig andre 
Forudsætninger, hvad angaar Bedømmelsen af Ponceht og hans 
Gjerning. Men ikke desto mindre bliver det lige paafaldende, at 
Ghasles efter at have afhandlet de Monge-Carnot'ske Fremskridt, 
sideordner Servois, Dupin, Brianchon og Ponceht og diskute- 
rer deres, saavel hvad Art som. Værd angaar, meget ulige Arboi- 
der i en fælles Behandling. Vistnok kommer i denne, som Sagens 
Natur medfører, Foncelet til at nævnes noget hyppigere end de 
andre og der ydes ham Ros for forskjellige Fremskridt; men 
dette er dog langtfra den fulde Retfærdighed. Tvertimod opsum- 
merer Chasles i denne Redegjørelse paany Alt, hvad der i Fortiden 
har været gjort, pegende i de samme Retninger, uanseet om disse 
Tilsprang har havt blivende Betydning, ora de have øvet Indfly- 
delse, der kan følges indtil Foncelet, eller ei. 

Til nogen Grad rammer en lignende Anke Chasles's Behand- 
ling af et Par af PonceJet's samtidige. Vi vil her kun nævne 
Gergonne, som efter vor Formening med al Hensynstagen til hans 
Underlegenhed overfor Poncelet dog bliver en af dem, der kom- 
me denne som Rivaler nærmest i den samtidige Udvikling. 

Naar vi efter dette skulle sammenfatte de Indvendinger, vi 
fornemlig rette mod Ckasles's Fremstilling, bliver det følgende; 

1. Han udhæver efter vor Mening Monge og fJarnot paa de føl- 
gende Mænds, fornemlig Foncelefs Bekostning, hvorved Pon- 
celefs (af os fremhævede) Hovedfortjeneste afsvækkes. 

2. Poncelet's Betydning nedsættes yderligere ved, at der gives 
ham en sideordnet Stilling blandt de samtidige. 

3. samt ved Fremstilling, der tillægger de før den Monge'ske 
Periode gjorte Forsøg en Betydning, som er vildledende for 
Bedømmelsen af Foncelet. 
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4, Ogsaa et Par af Foncdefs samtidige har faaet en, eftor vof 

Mening, forringet Betydning. 

Men ogsaa hvad ChasJes's „Rapport etc", der dog er fra et 
langt senere Tidspunkt, aiigaar, har vi lignende Udsættelser at 
gjøre, og vi kunne gjentage, at Forringelsen af Poncelefs Betyd- 
ning i dette Værk er Gjenstand ogsaa for andre Mathematikeres 
Anke. Den ligger lige i Dagen og er synlig allerede i den Ud- 
strækning, hvori han gjøres til Gjenstand for Omtale, sammenlig- 
nes med saa mange andre franske Mathematikere, medens efter 
vor Formening ~ det være engang sagt — ingen anden af Aar- 
hundredets rene Geometere i fundamental Betydning overgaar ham. 

1 sin „Eapport'^ betoner Ohasles netop som i „Apergu hist." 
visse enkelte Fortjenester, der skyldes Poncelet, og giver ingen 
Følelse af det store Hele, vi har troet at burde udhæve. En 
enkelt anden Yttring raaa vi desuden særlig nævne, det er i 
hans Artikel om Dapin, hvor han nævner denne som „den, der 
udmærker sig i Spidsen for alle Monge's Elever." Med al vor 
Ærbødighed for Dtipin, se vi dog heri samme Miskjendelse af 
Foncelefs Geni og hans Betydning. Der gives baade tilfældige og 
indre Analogier mellem de to store Geometere, men vi skulde 
langtfra have tænkt at sammenstille deres Værd og Betydning, 
hvis ikke denne Yttring provocerede os. 

Af det foregaaende er det indlysende, at vi har maattet lægge 
et særligt Arbeide netop paa den historiske Del af Besvarelsen. 
Men her mødte der o? en Vanskelighed, livorovcr den Studerende 
ver! vort Universitet ilfke er Herre. Vort Universitetsbibliothek 
kan nemlig som en, sammenlignet med Udlandets Bibbotheker, 
endnu ganske ung Institution, umulig stille alle de ved en saadan 
Undersøgelse nødvendige Hjælpemidler til Forskerens Raadighed. 
Vi maa vistnok efter Omstændighederne være meget tilfredse med 
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XV 

(let ikke ganske ubetydcligo litterære Apparat, det er i Besiddelse 
af. Men heldigvis have vi netop paa et vigtigt Punkt ikke lidet 
kunnet komplettere dette. Under et Studieophold i Kjøbenhavn 
Somren 1876 have vi, saavidt Tiden tillod, benyttet den gunstige 
Anledning, de derværende større BibUotheker byde, og fornemlig 
^ennemseet og gjort Uddrag af det Marinens Bibliothek (Søkaart- 
arkivet) tilhørende Esemplar af Gergonne's „Annaler", af hvilken 
Journal vort Universitetsbibliothek kun eier de 7 første Bind. 
For den sjeldne Velvilje og Liberalitet, hvormed vi mødtes af 
dette Bibliotheks Funktionærer benytte vi herved Anledningen til 
at udtale vor forbindtlige Tak. Ligeledes ere vi de Herrer Biblio- 
thekar ved det kongelige Bibliothek i Kjøbenhavn Chr. Bruun, 
for et Laan hidop af et Par Udgaver af ApoUonius, og Universi- 
tetsbibliothekar Drolsum i Kristiania for velvillig Bistand ved for- 
skjellige Leiligheder meget forbundne. 

Med Hensyn til vore Kilder henvise vi til Noterne. Hvad 
andre Hjælpemidler angaar, skulle vi foruden Chasles's ovenfor 
nævnte Arbeider særlig nævne Dr. H. G. Zeuthen's „Historiske 
Bemærkninger" om Dualitetsprincipet, hvis særdeles lærerige Frem- 
stilling har været os til stor Nytte, ligesom vi ogsaa ellers staa i 
Gjæld til denne udmærkede Geometer for enkelte mere specielle 
Oplysninger og Vink. Ved FremstiOingen af Kap. I have vi, hvor 
vi ikke selv have kunnet anstille nogen Kontrol ofte benyttet 
Hanket „Zur Geschichtc der Mathematik im Alterthuni und Mit- 
telalter". 

Da allerede vor Opfatning ora Foiicelet's Stilling til den mo- 
derne Tid og i det hele af Hovedtrækkene i nærværende Besva- 
relse var bleven fast hos os, blev vi i en Anmeldelse opmærksom 
paa, at en anden Bog siHanheh „Bie Eleniente der projecUvischen 
Geometrie in synthctischer Behandlung", (1875) efter Forfatterens 
Død udgivet af Ur. A. Ramack, i sit Indledningskapitel indeholder 
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XVI 

en velskreven kortere Oversigt over den moderne Geometris Hi- 
storie. Ved at gjøre os bekjendt med Bogen gjenfandt vi i denne 
Oversigt meget af, hvad vi selv var konamen til, aandfuldt og 
slaaende fremsat. Paa et Par Steder vi! man finde, at vi har 
gjort Brug af denne Oversigt; men ellers har Bogen kun forsaa- 
vidt været os ti! Hjælp, som vort Haab om at have givet en ob- 
jelttiv Fremstilling ved den er bleven styrket 
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Det er for vort Øiemed nødvendigt først at give en kort 
Fremstilling af det \ia.rakteri8t\ske ved åe gamle Grækeres Geometri, 
dels Som det Grundlag, hvorpaa al Efterverdenens senere geome- 
triske Studier hviler, dels fordi de Mangler, der klæbe ved de 
Gamles hele Methode, er af den største Betydning for Forstaaelsen 
af den senere historiske Udvikling. 

Naar man tager de Gamles totale Mangel af et mathematisk 
Tegnsprog') i Betragtning, raaa man forhauses over den Udvikling, 
hvortil de bragte Mathematiken. Den flid og Udholdenhed, de 
har vist ved, — gjentiem ofte besværlige Methoder og altid det 
langsomme og tungvitidte Apparat, Led for Led at maatte udtale 
alle sine Ræsonnementer, der end ikke lettes ved det simple Lig- 
hedstegn — at trænge dybt ind i vanskelige Theorier, minder os 
uvilkaarlig om den Energi, hvormed endda ældre Tiders Folkeslag 
med de mest primitive mekaniske Hjælpemidler forstod at bygge 
sine Pyramider og cyklopiske Mure, eller udhule Templer i Klip- 
pen. At under disse Omstændigheder navnlig rent algebraiske 
Studier maa vanskeliggjøres er let at forstaa. Det er ogsaa værd 
at lægge Mærke til, at Grækerne udenfor de rent geometriske 
Studier især har lagt sig efter visse taJtheoretiske Sætninger, hvor- 
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ved geometrisk Anskuelso har været dem en nærliggende Hjælp 
(Polygonattal etc.)^) samt f. Ex. Proportioner, i hvis Behandling 
de opnaaede en stor Færdighed, og hvor de ogsaa stadig kunde 
have Anledning til geometiisk Anvendelse. Enkelte af deres alge- 
braiske Kundskaber opnaaede de ogsaa direkte gjennem sine geo- 
metriske Resultater, saaledes Begrehet oro irrationale Størrelser 
ved den pythagoræiske Læresætning. Naar man videre tager i 
Betragtning, at de til Anskuelse af Produktet af to eller tre Tal 
altid tyede til Rektanglet og Parallel epipe det,*) ligesom de i det 
hele udledede fuldstændig geometriske Analogier tii en stor Mængde 
Sætninger, som for os moderne har den mest afgjort algebraiske 
Karakter, saa maa vi erkjende Grækerne som Geometere par ex- 
cellence, noget, hvorom vistnok ogsaa alJe ere enige. 

Have end ikke Grækerne skabt selve det geometriske Studium, 
idet de nemlig forefandt et saadant hos ældre Kulturfolk {fornem- 
lig Ægypter), saa have de dog Fortjenesten af, at have skabt Geo- 
metrien som Videmhah og uddannet den til et høist mærkeligt og 
beundringsværdigt fast System. Af største Betydning er herved 
den logiske Strenghed, hvormed dette System er bygget, og hvori 
de have afgivet et Mønster for al Eftertid. 

Den grmslce Geometri gaar ud fra et Faatal med beundrings- 
værdig Skønsomhed opstillede Axiomer, samt en Samling strengt 
dinerede Begreber, hvorfra de gjennem en sammenhængende Raikhe 
aldrig svigtende DeduJttioner udleder en overordentlig Mængde 
JEnMltheder. 

Det er lykkes de græske Mathematikere at uddanne en Geo- 
metri, der er sig sine metafysiske Udgangspunkter nøie bevidst, 
hvor hvert Skridt sker med den strengeste Begrundelse, og hvis 
Resultater afsløre en Mængde vigtige og interessante Kjendsgjer- 
ninger. Det hele udgjør et fast Kontinuum, hvor alt straaler ud 
fra én Kjerne, de bestemt fastslaaede Axiomer og Definitioner. 

Saa beundringsværdigt end det Hele er bygget, hvad Ræson- 
nementets Soliditet angaar, saa har alligevel Deduktionen en ka- 
rakteristisk Egenskab, der altid vi! støde den moderne Forsker, 
nemlig den i deres Bevismaader raadende fuldstændige Vilkaarlig- 
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hed. Skal man i Korthed karakterisere Methodm i deres Deduk- 
tioner, iiiaa man lade sig nøie ined at betegne den som væsentlig 
bestaaende i Anvendelse aiKongruents- og Ligedawnethedssætninger 
(Proportioner), idet enhver bestemtere Karakteristik er umuliggjort, 
fordi Grækerne overhovedet manglede Enhed i sin Bevismethode ; 
hvor skjønt og fast i sin logiske Stringents hele Systemet virker, 
saa falder det dog i Henseende til Detaljernes Æw^ei^i lutter Styk- 
værk. Til Gjengjæld glimrer en saa meget større Virtuositet. 

Og ligesom denne Anke over Mangel paa Enhed gjæider Beviserne 
for de enkelte Sætninger, saa gjæider den om muligt i endda høiere 
Grad disse Sætningers, Resultaternes brogede Mængde. Man kan 
maaske udtrykke denne Karakter ved de Gamles og den fra dem 
nedarvede Geometri : den udgjør et fast, men kunstigt, ikke organisk 
Hele. Almindelige Methoder, almindelige Principer mangler fuld- 
stændig den græske Geometri. Den enkelte Sætning, som Individ, 
og dennes Tilbageførelse til en eller anden allerede i Systemet op- 
stillet Sætning ved en Deduktion, grundet paa Muligheden af at 
kunne drage visse Hjelpelinjer, paavise visse kongruente eller lige- 
dannede Triangler, deri bestaar den gamle Geometris Gjenstand. 
Denne Tendents efter at individualisere Sætningerne gaar til den 
yderlighed, at ofte en og samme Sætning, hvori en vis Linje kan 
falde tilhøire eller tilvenstre for en vis anden, opstilles og udtales 
som to forskjellige Sætninger og bevises hver for sig, og saa stor 
er Grækerens Mangel paa Følelse for Enhed, at han kan bevise 
to saadanne Specialtilfælde af samme Theorem efter vidt forskjel- 
lige Betragtningsraaader. 

Denne Eiendommelighed ved Grækernes Geometri forklares 
let af Mangelen paa Tegnsprog og den deraf flydende algebraiske 
Ubehjælpelighed. Begreberne positiv og negativ findes alene hos 
den i alle Henseender ganske enestaaende Biophant, og deres 
geometriske Betydning, som formidlende Overgangen mellem to 
beslægtede Figurer, laa fjernt fra Grækernes hele geometriske Op- 
fatning. Heller ikke opstod disse Konceptioner boa de Nyere før 
paa et langt fremskredet Standpunkt, At dog Grækernes Geometri 
ikke er forbleven ganske uudviklet i den her omtalte Henseende 
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skal vi snart kunne nævne Eseiiipler paa. liaiikels Taushed paa 
dette Punkt gjør i vore Øiiie hans Fremstilling her ea Smule ensidig 
og hans Dom noget for streng. 

At selve den formale Stringents i Forbindelse med den just 
omtalte Mangel paa Overblik, Enhed, almindelige Principer maatte 
tynge deres Fremstilling vil man let indse. En enkelt Side heraf 
vil vi fremhæve nemlig den i yderste Detalj gaaende uafladelige 
Paavisning af, at det allevegne ogsaa virkelig er muligt at udføre 
de i Beviset omtalte Konstruktioner o. s, v. Her fremdrages ofte 
for at faa bevist den trivialeste Kjendsgjerning liet hele Apparat 
med kongruente Triangler o, s. v. Intet overlades den umiddel- 
bare Anskuelse af Figurerne,*) (saaledes som det er karakteristisk 
for Indernes Mathematik, og hvori denne ligner Nutidens, der har 
Erfaring fra Algebraens Love). 

Endskjønt de græske Mathematikere f. Ex. under Studiet af 
Keglesnittene fandt en Mængde Sætninger af almindelig Natur, der 
omfattede tidligere fundne Sætninger om Cirkelen og den rette 
Linje, og skjønt man exempelvis af en Ytring hos Eudemus,^) at 
„Platons Elev Theudius forfattede gode Elementer, hvori han ud- 
videde meget specielt," ser, at Almindeliggjørelsen af det specielle 
ikke helt og holdent har undgaaet deres Opmærksomhed, maa 
det dog i det hele og store fastslaaes, at Q-eneralisation i den 
moderne Betydning af Ordet, et med vore Dages Mathematik 
uløsehg sammenbundet Begreb, ikke eller saagodt som ikke existerer 
for de Gamle. For dem er Gangen for at benytte et Udtryk af 
Hankel „fra Enkelthed til Enkeltbed, fra simpelt til sammensat," 
og denne Karakteristik passer paa alt, hvad der er os levnet af 
deres mathematiske Litteratur ligefra Hipparch til Pappus. Som 
Typus kan bedst nævnes Euklid's Elementer (SiroixEti). Og efter 
ham som Mønster dannede de synthetiske Geometere sig efter 
Renaissancen. I formal Logik staar han ogsaa paa Høidepunktet 
af, hvad der er præsteret, saa man med liette kan prise Efter- 
verdenen heldig, der fik ham til Læremester heri. 

Denne geometriske Litteratur, der studerede Geometrien 
rent, for dens egen Skyld, med den mønsterværdigste Strenghed, 
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men uden Enhed i Princip og Methode og som oftest uden Paavis- 
ning af end de simpleste Analogier mellem Resultaterne indbyrdes, 
forefandtes i spredte Levninger ved Videnskabernes Gjenopblom- 
string. Den blev da et Mønster, der næsten stod uopnaaeligtmed 
Hensyn til Logik og Stringents; men den kom ogsaa til at sætte 
sit Mærke paa den følgende Geometri, hvad dens Mangler angaar. 
Aarhundreder efter Videnskabens Gjenfødelse forfattedes de synthe- 
tiske Værker i største Overensstemmelse med de gamle Forbille- 
der; naaede man end ikke altid de Gamle i Deduktionens Strenghed, 
saa var Bevismethodernes Vilkaarlighed og Mangelen paa almin- 
delige Principer fuldstændig tilstede. Men ved Renaissancen gjorde 
derimod Algebraen Fremskridt, der satte denne Videnskab i Besid- 
delse af saavel Methode som Almindelighed i sine Resultater; der- 
for maatte efterhaanden den gamle synthetiske Geometri komme 
noget i Miskredit, og da Descartes shabie den analytiske Geometri, 
forstaa vi let, at Synthesen var fuldstændig distanceret; bvormeget 
enhver endnu beundrede dens solide Ræsonnementer og Evne til 
at uddanne den formale Logik, blev den efterhaanden betragtet 
som uskikket til synderlig Udvikling. Den sank ned til at blive 
Elementarskolens Eie. 

Men inden vi forlade de Gamle og deres Værker, maa vi om- 
tale en Kække løsrevne Resultater, hvortil de vare naaede, og som 
ere af Vigtighed, som Elementardele for den Geometri, der siden 
blev istand til at hæve Synthesen til Analysens Almindelighed i 
Metboder og Resultater. 

Blandt den Mængde Theoremer, vi skylde Grækerne, kan det 
nemlig ikke forundre os at finde ikke ganske faa, benhørende og- 
saa til de Grene af Geometrien, som man kalder Transversaltheori 
og projeMivisk Geometri, og bvis Udvikling til Videnskab vi senere 
skulle se først tilhører vort Aarbundrede og specielt Poncelet og 
hans umiddelbareste Forgjængere. Vi skulle i det følgende be- 
tragte saadanne antike Sætninger, der senere have vist sig af fun- 
damental Betydning for moderne Betragtninger. 

Endskjønt muligens af disse Grækernes Opdagelser den harmo- 
niske Deling hører til de ældste, skulle vi dog, da denne først 
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forekommer hos ApoUonius, begynde med at nævne Porismerne, 
det tabte Skrift af Euklid, som i Oldtiden regnedes for hans sub- 
tileste Arbeide, og som gjennem Fappus's koite Citater for nyere 
Geometere blev baade en celeber Gaade og en manende Stemme, 
der kaldte ind paa visse ubekjendte og ubetraadte Enemærker. 
De tre Bøger Porismer [aapCcii-azn) har bevislig indeholdt dybt- 
gaaende Undersøgelser henhørende til Transversaltheorien og uAts^lt 
fiere yigtige projektive Egenskaber. Saameget indlyser nu, da disse 
Theorier ere fuldt bekjendte, ganske tydeligt af Pappus's kortfat- 
tede Citater og Bemærkninger. Men da Porismernes Gaade første 
Gang søgtes løst, kom selv Mænd som Halley,^) der var nøie for- 
trolig med Grækernes efterladte og tabte Værker og havde resti- 
tueret flere af de sidste, paa Grund af Ubekjendtskab med disse 
moderne Grene af Geometrien, kun til at erklære sin fuldstændige 
Magtesløshed overfor dette Spørgsmaal. Hertil bidrog ikke alene 
det dunkle Indhold. Ogsaa selve Porismernes Form var afPappus 
kun uklart meddelt. Først Bob. Simson') angav 1720 enkelte af 
Porismerne og dermed tildels den Vei, ad hvilken Problemet stod 
til at løse. Saaledes stod imidlertid Sagen endnu uopklaret, men 
dog pegende i bestemt Retning gennem hele forrige Aarhundrede. 
At Geometernes Opmærksomhed endnu var henvendt paa den, 
derom vidner Montuda's varme Ord i hans Mathematikens Histo- 
rie.«) Da Spørgsmaalet om Problemets Løsning først efter 1830 
indtraadte i en væsentlig ny Fase ved Chasles's interessante, skjønt 
i Detaljen dristige Fortolkning,^) er det for vor Opgave alene vig- 
tigt at konstatere den vækkende Indflydelse, EuMid's tabte Værk 
har øvet, idet det stadig tydeligere har pegt paa et vist Felt, 
hvor der var noget at finde for en opmærksom Gransker. Det 
er et interessant Træf, at netop et Værk af EukUd, den nyere 
Tids Læremester i antik Geometri, skulde give disse Vink om 
Tilværelsen af hele geometriske Felter, hvis Studium skulde bi- 
drage til at løse de trykkende Baand, som de Gamles Methode 
havde paalagt, og bringe den Frihed ind i Geometrien, som denne 
havde savnet. 

Dette tabte Værk har derfor en interessant Betydning i Geo- 
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metriens Historie. Det har maaske bidraget ligesaa meget til at 
fremskyocle den moderne Geometri, som de af de Gamles efterladte 
Sætninger og Problemer, der berøve disse Emner. Thi om disse 
gjælder det først og fremst, at deres løsrevne og rent individuali- 
serede Stilling i høi Grad lader dem tabe deres Karakter. Skjønt 
de ere temmelig talrige, have de derfor havt overraskende liden 
virkelig Indflydelse paa Udviklingen, og det er næsten alene enMte 
Problemer, der som saadanne have været skikkede- ti! at sætte 
den senere Tids Ideer i Bevægelse, og som have spillet en Rolle 
i Udviklingens Historie analogt med Porismerne, hvis Betydning jo 
ogsaa var den at staa som et Problem. Om man derfor end kan 
eftervise (som Chasles har gjort i sin Apergu hist,) mange Detaljer 
hos græske Geometere, der nu have sin Plads i den moderne Geo- 
metri, ja dér ere af fundamental Betydning, da ligger selvfølgelig 
ikke heri, at disse de Gamles Sætninger tillige altid have havt no- 
gen, end sige en tilsvarende Indflydelse paa Udviklingen. 

Dette gjælder dog maaske mindre om de af saadanne Sætnin- 
ger, der forekomme hos ApoUonius, hvis Værker studeredes med 
megen Iver og skattedes overmaade høit af det 17de oglSdeAar- 
hundredes Geometere. Den i hans vigtigste Skrift „Keglesnittenes 
Elementer" (Kwvixa ara'.-f_e.l7.} fremsatte Theori om den harmoniske 
DeUng'") hører til de antike Theorier, som virkelig ere tagne i 
Arv. Den harmoniske Deling er som bebjendt af fundamental Be- 
tydning for Keglesnitslæren og danner Grundlaget for vore Dages 
Theorier om Pol og Polare. Men det er vist, at selv disse funda- 
mentale Begreber har været lidet paaagtede i Sammenligning med 
saamange andre, der have forplantet hans Ry og baaret hans Navn. 
Hvad Rækkevidden af disse Betragtninger hos ApoUonius angaar, 
er det bekjendt, at hans Theori herom naar sin Spids i Sætningen 
37 af 3die Bog, der udtaler, at et Keglesnit deler Styhket af en 
vilkaarlig Transversal gjennem et givet Punkt, fra delte af til Skjæ- 
ringspunktet med Punktets Polare, harmonisk. ApoUonins's Udtale 
afsætningen er selvfølgelig en herfra meget forskjellig")- Men den 
nævnte Sætning og flere med den beslægtede frembyde en anden 
neppe mindre interessant Side, idet de afgive Vidnesbyrd om 
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Fremskridt i Betragtningen af Fij^urers Beslægtethed, hvad iøvrigt 
var naturligt nok i et Værk om Keglesnittene. Vi sigte til den 
fælles Text til flere forskjelUge Figurer*^) og forbeholde os senere 
at komme tilbage hertil. 

Ogsaa Apollonius's Skrifter, Sectio rationis, Sectio spatii og 
Sectio determinata have som af Hankel'*) paavist Berøringspunkter 
med den moderne Geometris Prohlemer, men herom gjcelder, at der 
maa et med moderne geometriske F'orholde bekjendt Blik til for 
at udnytte Analogierne. De to sidste ere desuden kun kjendte 
gjennem Pappus's Omtale, hvorefter nyere Lærde have restitueret 
dem, og det første illustrerer vor tidligere Karakteristik af de 
Gamles Geometri ved at undersøge i den vidløftigste Detalj ikke 
mindre end 84 forskjellige Tilfælde af samme Problem, med den 
naturlige Følge, at al Analogi tilsiøres. 

Den næste Forfatter, hvem vi skylder en F'un dam entalsætning 
af Transversaltheorien, er Menelaos (ca. 80 e. Kr.). Chasles har 
helliget denne Sætnings Historie en særskilt Note (VI) i sin Aper^u. 
Af denne fremgaar det, at, uagtet Sætningen ofte har været benyttet 
og erkjendt som af antikt Udspring af en hel Række Geometere i 
de sidste Aarhundreder, har dog Garnoi, der brugte den som TJd- 
gangspunM for sin Transversaltheori, været ubekjendt bermed og 
er kommen til den originalt. Sætningen er den bekjendte: Naar 
en ret lAnje skiærer Siderne i et Triangel i Stykker, er de to Pro- 
dukter af tre ikke sammenhængende Stykker Ugestore. Menelaos selv 
ligesom Ptolemæus (ca. 125 e. Kr.) benyttede den til at bevise dens 
Analogi paa Kuglen, hvoraf de udiedede alle sine sfærisk- trigono- 
metriske Sætninger. Efter et Sted bos Poncelet^*) synes det, som 
om Ptolemæus i sin Almagest tillige har udvidet Menelaos's Sats 
til plane Polygoner i Almindelighed. 

Endelig kommer vi til Pappus, som Ghasles sætter benimod 
Slutningen af det fjerde Aarhundrede e. Kr., som altsaa staar ved 
Grændsen afden græsk-klassiske Tidsalder og her indtager en meget 
mærkelig Stilling. Hans Collectiones^'-') (SuvotyM7-»i) er en vidunderlig 
Blanding af de forskjelligste dels originale dels samlede mathema- 
tiske Undersøgelser fra en Mængde Omraader. Hensigten med dem 
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er riærniCMt at lette Forstaaelsen af de æklre Forfatteres Værker; 
med sin Mængde ofte udførlige Citater ogiCTwniaiaer derfor Pappus 
af sjeldent Værd for Litteraturhistorikerne. En stor for ikke at sige 
den største Del af, hvad man ved om tabte græske Mathematikere, 
skyldes ham og har ofte været tilstrækkeligt til deraf at restituere 
diss3 For os er navnlig den 7de Bog af Vigtighed. I denne giver 
han en Række Meddelelser om EuMids data, Åpollmius's de 
sectione rationis, de sect. spatii, de sect. determinata, de taetio- 
nlhus, EuMids porismata '^) o. s. v. Bogen selv indeholder en 
stor Mængde Leramata til Lettelse ved de i disse Bøger forekom- 
mende Beviser. Af disse Lemmata ville vi først omtale de 43 til 
de sectione determinata")) der, rigtignok med den Udstykken af 
det almindelige i Speclalsætninger, som nu engang hører med, om- 
taler en Række Sætninger, beviste paa forskjellige Maader, tilhø- 
rende, hvad vi kalde Læren om Involutioner. Han kommer endnu 
paa dette Sted vistnok ikke udover Involution af 5 Punkter; men 
det er dog meget interessant af følge hans Undersøgelser af saavel 
Involutioner (efter moderne TJdtryksmaade) med imaginære, som 
med reelle Dobbeltpunkter. Dobbeltpunkternes Egenskaber berøres 
dog kun flygtig i én Sætning og i den hele Fremstilling skorter det 
paa enhver organisk Forbindelse. At disse Sætninger heller ikke 
have øvet nogen mærkbar Indflydelse paa Eftertiden, antage vi 
givet, ihvorvel vi ikke have Leilighed til at konstatere dette f. Ex. 
for Desargues's Vedkommende. 

Efter disse samt en Række Lemmata til ApoU.s inctinationes, 
følger en Række Lemmata og Problemer til de tactionibus, hvoraf 
Problemet prop. 117^'), gav Eftertiden megen Anledning til Stu- 
dium og Generalisation, der førte i Retning af moderne Geometri. 
Det er det bekjendte : At indskrive i en OirJcel et Triangel & 
at Siderne gaa hver gjennem sit af tre i en ret Linje beli 
Punkter. 

Vi skal kun kortelig omtale, at den følgende Række Lemmata 
til Apoll.'s plani ioci bl. a. indeholder en bekjendt og i den mo- 
derne Geometri oftere anvendt Identitetssætning vedrørende 4 
Punkter paa en ret Linje, som (ifølge Vhasles^") i Midten af for- 
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rige Aarh, gjetiopil agedes af Stewart, uden at Fappus synes at have 
bidraget dertil, ior dernæst at gaa over til den Række, der navn- 
lig er os af Vigtighed, de 38 Lemmata (prop. 137—164^'*)) til 
Euklids Porismer. 

Har overhovedet Porismerne været af Vigtighed for Geome- 
triens Udvikhng, saa skyldes dette selvfølgelig disse Pap^Ms's Lem- 
mata, der paa det tydeligste peger i modern-geometrisk Retning 
De høre ogsaa til det mærkeligste, Oldtidens Geometri har levnet, 
skjønt et Par af dem kun er meget trivielle og enkelte ere specielle 
Tilfælde af Sætninger af ApoUonms om den harmoniske Deling i 
Keglesnitstheorien. 

Allerede Lemma I er af ikke liden Interesse for os, idet det 
frembyder en og samme Text til 5 forskjellige Figurer. Grunden 
er saa let indlysende: Figuren er retlinjet, og paa en i Betingelsen 
indgaaende Proportion nær er hver ret Linje bestemt ved givne 
Punkter og tidligere bestemte Linjers Skjæ rings punkt er, saa at 
Figurens Beskrivelse simpelthen kan lyde (i den lat. Overs.): „Sit 
flgura cn^yh&Z^", med Tilføielse af den omtalte Proportion. Be- 
tragtningen af dette ligesom af det under ApoUonius omtalte Til- 
fælde viser os (og man synes hidtil ikke at have været synderlig 
opmærksom paa denne Kjendsgjerning) en fuldkommen ensartet 
Behandling af beslægtede Figurer af tilsyneladende stor, dog kun 
paa Stillingen beroende Forskjel. Vi lægge derfor særlig Vægt 
paa Udgiveren BuUscKs udtrykkelige^'): „Figuræ quinque, ut hic 
descriptæ sunt, exstant in codicibus". Og dette Exempel gjen- 
tages i flere af de følgende Lemniata.^^) 

Det er netop Transversaltheoriens og Projektionsgeometriens 
Sætninger, de saakaldte tZesfcn^fiVe Egenskaber, der give Anledning 
til saadanne Figurer, som allerede de Gamle have kunnet erkjende 
for korrelative, for at bruge Carnots Udtryk, og Pappus's stiltiende 
Indgaaen paa denne mærkelige Egenskab ved disse Sætninger viser 
os denne Egenskabs fundamentale Karakter. De to første Lem- 
mata ere iøvrigt af en mere speciel Art, men det tredie er saa- 
meget vigtigere; det udtaler simpelthen det ankarmoniske Forholds 
(Dobbeliforholdets) projektive Natur, altsaa den i Virkeligheden 
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mest fundamentale Sætning i den projektive Geometri; (len latin- 
ske Oversættelse hos Hultsck lyder i nøie Overensstemmelye med 
Originalens Text*'): 

In tres rectas lineås a.^ 7a Sa ducantiir tiuæ rectæ fts ^h; 
dico esse : &s . vj? : O-t] . gs = 5-^ . Sy : S'S . ?>■(. 




At i denne Form Sætningens skjønne Følger ere lienstaaede i 
mange Aarhundreder uden at afsløres, er maaske ikke saa under- 
ligt. Først Brianchon har paany udtalt den og siden Poncekt; 
men begge hjaip sig til Udviklingen af sine Systemer uden atgjøre 
den Brug af denne Sætning, som den er saa skikket for. Dette 
skede først med Møhius. Dette 3die Lemma omvendes, gjentages 
mere eller mindre specielt i 10de, Ilte, lide, 16de, samt 19de, 
■hvilket sidste omhandler den harmoniske Delings Projektivitet. 

4de Lemma er af ligesaa vigtig og almindelig Art; det udtryk- 
ker nemlig en af de hehjendte InvolutionsUfftiinger for de 6 Punk- 
ter, som en Firkants Sider og Diagonaler afskjære paa en Trans- 
versal 1ste, 3det, 5te, 6te og 7de ere mere eller mindre speci- 
elle Tilfælde heraf. 5te bør særligt udhæves som egentlig inde- 
holdende Sætningen, at Diagonalerne i en fuldstændig Firkant dele 
hinanden harmonisk,. 

8de Lemma som Chasles'^*) betragter særskilt, vil dog sees at 
tilhøre sammen med 13te, 13de, 15de og 17de en liden Klasse, 
hvis almindeligste Udtale er i 13de og indeholder Sætningen om 
den Paseo^sÆe Sexkant, indskreven paa to rette Linier. 9de og 18de 
henhøre ogsaa til Ti'ansversaltheorien, men er af speciellere Art. 
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22(Ie og 27(le omhandler spredte Ting af Theorien for harmo- 
niske Punkter, hvoraf man tydelig ser, at denne oftere maatte fore- 
komme anvendt i Porismerne. Dette frenigaar videre af 28de, som 
(moderne udtrykt) siger, at en Cirkel déler en Transversal gjen- 
nem et givet Punkt, regnet fra dette ti! dens Skjæring med Punktets 
Polare, harmonisk, {det er saaledes dog kun et specielt Tilfælde af 
den af ApoUonius's for Keglesnit i Almindelighed udtalte Sætning) 
samt af 30te, 33te og 35te Lemma, der ligeledes behandler har- 
moniske Punkter paa Transversaler ved en Cirkel. 

De øvrige Lemmata i denne Række er dels trivielle, dels hen- 
høre de ikke til Ting, som interessere os. 

Som man heraf ser, har Fappus et ikke ringe Kjendskab til 
flere af den nyere Geometris fundamentale Sætninger. Hvad der 
især er af Interesse er, at disse kun er Lemmata til de altsaa 
endnu videre gaaende Porismer. Foruden disse Sætningers Indhold 
fastsiaa vi endnu den intuitive Maade, hvorpaa han som Apollonius 
mod Oldtidens Sædvane ellers, men dog i saadao Overensstemmelse 
med Tingens Væsen, at vi indse, skulde det ske, maatte det ske paa 
dette de deskriptive Egenskabers Omraade, vover at ledsage positio- 
nelt forskjellige Figurer med en og samme Text. 

Det øvrige af 7de Bog, en Række Lemmata til ApoUonius's 
Keglesnit, indeholder fremdeles ofte Vidnesbyrd om Pappus' Kjend- 
skab til transversaltheoretiske Sætninger og identiske Formler for 
Punkter paa rette Linjer, uden at vi dog nærmere behøve at ind- 
gaa herpaa. 8de Bog^^) er heller ikke uden fiere vigtige herhen- 
hørende Sætninger, der navnlig pege fremad til den Geva-Moiius- 
ske baryeentriske Methode. 

Baade Euklid og Pappus høre til den Alexandrinslce Skole. 
Der ligger et Tidsrum af henimod 700 Åar mellem dem. I denne 
lange Tid har Grækernes Videnskabelighed aabenbart ikke synder- 
lig forøget det allerede ai Euklid fundne tilde Emner henhørende, 
som her beskjæftige os. Men det meste kjende vi alene gjennem 
Pappus. Det store Alexandrinske Bibliothek^ som uden Tvivl har 
overleveret Pappus Porismerne, der synes de mellemliggende græ- 
ske Mathematikere fra andre Steders Skoler aaa ganske ubekjendte, 
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har ikke overleveret os de samme Værker. Aral>erne bar længe 
Skylden for Tilintetgjarelseo af denne kostbare Bogsamling. Ny- 
ere Undersøgelser'^) have, som det synes, renset dem for denne 
Beskyldning, og isaafald have de nu alene Krav paa Taknemligbed 
af Mathematikeme for at have efterladt os det frugtbareste' Fer- 
ment til alle vor Tids mathematiske Fremskridt: Algebraen. Ved 
dens Hjelp skulde det lykkes de Nyere ad Veie, forskjellige fra de, 
Klassikerne fulgte, at vinde disses forlængst tabte Standpunkter 
tilbage og naa endnu langt mere imponerende. 
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Det er bekjendt, hvorledes de matheniatiske Studier i Europa 
uddøde med den klassiske Kultur overhovedet. En abstrakt Viden- 
skabelighed havde ikke ligget for Romerne og laa endnu mindre 
for de Barbarer, hvis Herredømme afløste deres. Eor Occidenten 
var i flere Aarhundreder Boethius's lave Standpunkt den høieste 
mathemattske Lærdom. Eørst fra ca. Aar 1000 kan man regne en 
tydelig noget raskere Udvikling, udgaaet fra Gerberfs (Sylvester 
IFs) Skole, og denne friskere Strømning synes at kunne følges til- 
bage til Araberne'!. De „arabishe'* Cifre, den arabiske Flid i Ud- 
regningen af nøjagtige trigonometriske Tabeller og den arabiske 
AJgebra med sine forslyeliige Forkorteiser, et begyndende Tegn- 
sprog, modtageligt for en høi Udvikling, begynder efterhaandeu at 
vinde Udbredelse blandt Occidentens Lærde, og i Begyndelsen af 
det IBde Aarh. møde vi atter an stor M&tiiemfitiker Leonar do Pisani, 
værdig at nævnes som en Aandsfrænde af de store Grækere og 
Arabere. 

Men Geometrien ligger nede. Det er Algebraen og Astrono- 
mien med dens Hjeipevidenskab Trigonometrien, som man lærer 
at dyrke; det er paa disse Videnskaber, de faa Matheraatikere 
lægge al sin Flid. End ikke paa Universiteterne læses der i 14de 
og 15de Aarhundrede ofte over mere end i det høieste 1ste Bog 
af Euhiid'^) og denne holdes som af rette Begyndere for vanskelig 
nok. Medens fra det 16de Aarhundrede Algebraen ved Løsningen 
af 3die og 4de Grads Ligninger, og senere Vieta's vigtige Opda- 
gelser og Forbedringer af Tegnsproget, medens den negative Løs- 
ning af en Opgave, Ideerne om Ligningers Rødder etc. etc. foran- 



y Google 



15 

ledige den ene mærkelige Opdagelse og Generalisation efter den 
anden, hvis rivende Strøm endnu langtfra, er klar og gjennemsigtig 
nok til, at den stringente Begrundelse kan tilstrækkelig gjennem- 
skues og haves til Gjenstand og Øiemærke, staar de Gamles vidun- 
derlig solid og strængt opbyggede Geometri, for de efterhaanden 
mere og mere udviklede Mathematikere som et Hele, hvor der 
intet er at lægge til eller tage fra. Dens Stringents blev til et 
uopnaaeligt Mønster; dens Mangler kunde de, der intet skjønnere 
System havde lært at kjende, selvfølgelig ikke ane. I det 16de og 
17de Aarhundrede udgjør derfor Algebraen uden nogen ret paa- 
lidelig Begrundelse, men med forbausende Resultater og de Gamles 
Geometri og for nogen Del Efterligning af den sidste Matbemati- 
kernes Studium. 

Altsaa er efter over 1000 Aars Forløb den 'rene Geometri endnu 
intet Skridt videre. Den Tidsalder, som nu er korameti, opviser 
to Veie, ad hvilke den søger Udvikling; den ene kan kaldes Besti- 
tutionens Vei. En stor Mængde af de ypperste Geometere beskjef- 
tige sig med en overordentlig Iver for at søge at restituere de 
tabte Klassikere. Den første af disse er Vieta^) i Slutningen af 
det I6de Aarh., der restituerer J.?5i>^fomMs's de tactionibus. („Apol- 
lonius Gallus"}. Derved blev den mathematiske Verden opmærk- 
som paa det fra nu af berømte ApoUoftiske Berøring sprohlem, som 
ogsaa bar bidraget sit til at frigjøre Geometrien ved at lade de 
største Mathematikere kappes om at give Løsningerne Elegants og 
Naturligbed. I samme Retning arbeidede i de følgende Tider Mænd 
som Fermat, Schoten, Gregoire de St. Vincent, Barroio, Halley og 
Bob. Simson. Mange andre som Newton og fl, sluttede sig til dem, 
forsaavidt de skrev Lemmata og Kommentarer til de Gamles Af- 
handlinger og i deres Aand, Nogle af disse Mænd, saaledes f. Ex. 
Simson ere trængte overordentlig nøie ind i de Gamles Tankegang 
og ere fuldstændig deres Elever og Efterfølgere, andre forbereder 
samtidig Analysens store Seir i det 18de Aarh. eller grunder, som 
Fermat og Newton, nye Retninger, der drage alles Opmærksomhed 
paa sig. Men Restitutionen førte ikke og kunde ikke føre til nogen 
organisk Geometri. 
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Dette var derimod Tilfældet med den anden store Retning, 
som vi skal omtale, men som heller ikke kunde staa sig mod den 
samtidig opblomstrende analytiske Geometri, der snart beseirede 
alt i Forbund med den nye Infinitesimalregning. 

Denne anden Retning var den Desargues-FascaVske, fra første 
Halvdel af det I7de Aarh. Det nye og interressante Princip, som 
Desargues anvendte, var Projektionen. Hos ham ■ tinder man første 
Gang*) udtalt, som det almindelige Udgangspunkt for en naturlig 
Udvikling af Keglesnitsegenskaberne, at Keglesnittene alle ere per- 
spektiviske Projektioner af en Cirkel, hvis forskjellige Egenskaber 
ad en passende Betragtning ville gjenfindes modificerede i Kegle- 
snittenes forskjellige Egenskaber. Desargues gik endnu et Skridt. 
Han erkjendte to hinanden skjærende rette Linjer for et Kegle- 
snit og deres Egenskaber for Modifikationer af de almindelige 
Keglesnits- Egenskaber; at hans perspektiviske Projektion da bragte 
ham til at udtale, at to parallele Linjer ingen væsentlige For- 
skjelligheder vise fra to hinanden skjærende, er en let og natur- 
lig Konsekvents af hans hele Betragtning, først gjennem disse 
Udviklinger kom den hele Klasse af Keglesnit til at aabenbare 
sig som en fuldt sammenhængende Klasse Kurver. Det frugt- 
bare i disse Betragtninger viste sig tydelig i det sl^ønne Til- 
læg til de da bekjendte Keglesnitsegenskaber, som man skylder 
ham, og hvoraf man maa sætte hans Lære om Involutioner øverst. 
Selve Navnet Involution er af ham indført i Videnskaben. Hans 
Sietning kan udtales : Et Keglesnit og de to Far modstaaende 
Sider i en i det indskreven Firkant shjære en vilkaarlig Transversal 
i 6 Punkter, der ere i Involution. Som Definition paa Involution 
opstillede han en af de bekjendte Ligninger mellem 8 af de paa 
Transversalen afskaarne Segmenter. Alt, hvad Pappus havde herom 
i 7dc Bog af Collectiones, er nu specielle Tilfælde. 

En med Projektionen beslægtet Fremgangsmaade, der spillede 
en betydelig Rolle ved Grundlæggelsen af den moderne Geometri, 
er ogsaa første Gang benyttet af Desargues^ den, at bevise endog 
vanskelige Theoremer i Planet ved at opfatte Figuren som en Fi- 
gur i Rummet, hvorved man undertiden kan erkjende det vedkom- 
mende Theorem som en umiddelbart indlysende Sandhed. 
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Dette Princip fulgte han ved Beviset for den efter ham opkaldte 

Sætning: Naar to Triangler have sine Spidser to og to paa tre 
rette Linjer øennem samme Punkt, slij<Bre deres Sider hinanden to 
og to i tre Funkter paa samme rette Linje. Tænker man sig nem- 
lig de to Triangler i forskjellige Planer, er Sætningen selvindly- 
sende. Hvad der kan gjøres ud af dette Princip, har Monge og 
Poncelet vist. Brianchon og navnlig Ste'mer^) har lagt den Besar- 
gue'ske Sats til Grunt! for de smukkeste Udviklinger; raeti ialfald 
Steiner synes at have opdaget den selv. 

Fascai, et af de mærkeligste Genier, den nyere Tid har havt 
at opvise, behandlede ogsaa med Held sin Lærer Desarg-ues's geo- 
metriske Ideer.^) Blandt de Vidnesbyrd, han efterlod sig om en 
gjennemtrængende Aaad, er hans Opdagelse af Hexagrammum my- 
sticum den, der paa vort Omraade har gjort hans Navn mest be- 
rømt; men den udgjorde vistnok kun en liden Del af hans Op- 
dagelser. 

Der hviler en besynderlig Glemslens Skjæbne over disse store 
Fremskridt. Hvad Datidens største Mænd, en Descartes, en Leibnits 
beiindrede i de mest rosende Udtryk, gik paa det nærmeste totalt 
taht. Pascals Keglesnits theorie, et Værk, hvori han skal have 
udviklet ikke mindre end 400 Sætninger fra et eneste generelt 
Udgangspunkt,') udkom ikke; hans lilie „Essais pourles coniqués", 
som blev trykt 1640, gik tabt for Videnskaben i over et Aarhun- 
rlrede; og den samme Glemsel rammede efterhaandeu Desargues. 
Kun etpar Epigoner betraadte den samme Vei, og deres Lovtaler 
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over sine Forgængere have ikke frisl:et nogen betyileHgere Aand i 
Samtiden til at gjenoptage denne kortvarige syothetiske Skoles 
store Tanker i Sammenhæng, om end deres Opdagelser enkeltvis 
oftere fornyedes. 

Af disse Epigoner er de Lakire fra Slutningen af 17de Aarh. 
den betydeligste. Dog staar han efter Poncelets Mening*) aldeles 
tilbage for sine Forgjængere, og „hans Methode er helt og holdent 
blottet for Elegants og Almindelighed". Dette hænger aabenbart 
sammen med, at han i Fremstilling, om ikke just i Udvikling, 
ganske staar paa de Gamles Grund. Chasles bedømmer ham imid- 
lertid anderledes og sætter ham temmelig bøit. Han vakte i sin 
Tid Opsigt og har ogsaa paa flere Maader beriget Geometrien, 
idet navnlig hans „Traité des coniques" indeholder en omtrent 
fuldstændig Theori om „Pol og Polare" (for at benytte den moderne 
Sprogbrug), Han udtaler saaledes for første Gang den vigtige 
Sætning: Naar en Sekant til et Keglesnit dreies om 6i af sine Punkter, 
skjære Tangenterne til dens Skjæringspmikter hinanden paa en ret 
ZrtMJe („Punktets Polare") og den dualistisk tilsvarende, som egentlig 
kun er en Gjentagelse, samt den ligesaa vigtige: Lægger man 
gjennem et. Punkt to Sekanter og drager ForUndelsesUnjerne mellem 
deres SkjteringspunUer med Keglesnittet, ville disse skjære hinanden 
paa Punktets „Polare". 

Ligesaa mærkelige, skjønt af mindre Betydning for den fakti- 
ske Udvikling er de Ideer, hvoraf en deskriptiv Geometri, ja selv 
det Poncelet'ske Homologiprincip kunde være spiret frem, om Ud- 
viklingen havde været gunstig derfor, og som skyldes de Lakire 
og i endnu smukkere Form le Poivre, men angaaende hvilke vi, 
da de ere forblevne uden Følger, kun henvise til Chasles's Apergu 
historique,^) 

Det samme gjælder den isolerede Forfatter (7ej;a, dersomFor- 
gjænger for visse Sider af Carnot og for Miibius (syntbetisk Geo- 
metri paa Grundlag af Tyngdepunktsbetragtning) har sin Interesse. 

Uagtet det, disse Mænd have frembragt, i Virkeligheden laa 
saare nær ind imod den moderne Geometri, var visselig Tiden til 
at tage Skridtet fuldt ud endnu langtfra kommen, Dertil krævedes 
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nødvendig en dybere Indtrængen i de variable Størrelsers Væsen, 
idethele en endnu større Udvikling paa Analysens Omraade, samt 
en længere Erfaring om Algebraens Analogier og Anvendelser paa 
de geometriske Fænomener. Det følgende Hundredaars Studium 
og Uddannelse af den analytiske Geometri, selv paa Bekostning af 
den rent geometriske Betragtning, var derfor en aldeles nødvendig 
Forskole, og Infinitesimalrcffningen, som tilsyneladende mere end 
noget andet bidrog til at borttage Interessen fra de to af os om- 
talte synthetiske Retninger inden Geometrien, har dog ogsaa paa 
den anden Side mere end noget andet lagt Grunden til den dybere 
Forstaaelse af de geometriske Fænomeners Væsen, uden hvilken 
den rene Geometri vilde være uskikket til den Udvikling, den fik. 
Den har mere end noget andet aabnet Øiet for Kontinuitetens Lov, 
dette største Skjelneniærke mellem antik og moderne Geometri, 
den modne Frugt af det forrige Aarhundredes algebraiske og ana- 
lytiske Studier. Man kan sige, at Desargues, Pascal og deres 
Retning var naaet lige til Indgangen til den moderne Geometri, 
men Nøglen var endnu ikke funden; dertil krævedes endnu et helt 
A århundrede. 

Hvorineget imidlertid det 18de Aarhundrede bragte selve Des- 
argues's og Pascals Ideer og Fortjenester i Glemme, bærer det dog 
ogsaa sikre og stadige Vidnesbyrd om, at selve den almindelige 
Udvikling mere og mere nærmede sig et til disse Ideer svarende 
Standpunkt. Vi sigte til den hyppige Gjenoptagelfie af Enkeltheder 
fra hidrørende Oraraader. 

Det er navnlig en 'RæWe engelslce Mathematilcere, der ved Siden 
af andre Studier hyppig berører disse Emner og til forskjellige 
Tider bringer Liv i glemte Sætninger og Theorier. Vi kunne blandt 
dem nævne Newton, Cotes, Braikenridge, Maclaurin, Simson og 
Stewart. Besargues's Opfatning af to parallele Linjer som Linjer, 
der skjære hinanden i et uendelig fjernt Punkt, er af Newton be- 
nyttet som Definition paa Parallelismen og er siden bleven fast- 
holdt; en endnu større Betydning bør man maaske tillægge hans 
Brug afPerspektiven ved Klassifikationen af plane Kurver af tredie 
Orden. Maclaurin skylder man, foruden mange andre store geo- 
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metriske Fremskridt, vigtige Bidrag til Studiet af de algebraiske 
Kurvers Egenskaber, hvorved han slog ind paa Veie, der vare be- 
traadte af NeAvton og Cotes. Men fornemiig interesserer 08 hans 
Gjenopdagelse af Egenskaben ved den Fascalshe Sexkant, som han 
(1685) 45 Aar efter Pascals Opdagelse udtaler paa følgende Maade:'") 

Naar de to Spidser i et Triangel, hvis Sider drete sig om tre 
faste Funkler, glide paa rette Linjer, beskriver den tredie Spids et 
Keglesnit. 

løvrigt hævdede Braikenridge den samme Opctagelse for sig. 
Baade Maclaurin og Braikenridge have havt megen Indflydelse paa 
de moderne Geotnetere. 

8imson\s dybe Indtrængen i de Gamles Aand har vi omtalt, 
ligesom at han gav først Nøglen til Forstaaelseu af SuAM's Foris- 
mer; men efter Chasles's Dom") har han for meget fulgt de Gamle 
ogsaa i deres mindre gode Sider. Dog medtager han i sit Værk 
over Keglesnittene, Egenskaberne om Pol og Polare og om den 
FascaVsk^ Sexkant, som virkelig en Tid lang bliver nogenlunde 
velbekjendt'*). Simson's Velynder, Lord Stanhope, paa hvis Om- 
kostning flere af hans Arbeider udkom, beviste for første Gang, 
saaledes at det med Vished foreligger, denne Sætning ved direkte 
Projektion, idet han leverede et smukt elementært Bevis for den, 
naar Keglesnittet er en Cirkel, og derpaa betragter det almindelige 
Keglesnit som perspektivisk Projektion af Cirkelen"). Det synes 
af Forbindelsen paa Stedet i vor nedennævnte Kilde"), som om 
det mulig allerede da var seet, at naar to af de modstaaende Side- 
par i Sexkanteii var parallele, da ogsaa det tredie Par var paral- 
lele, hvorved man var ledet larigt paa Vci til at antage den „uen- 
delig fjerne rette Linje". 

Noget senere end disse engelske Mathematikere sta,a.r Lambert, 
hvem Chasles kalder en anden Leibmts, hvad Dybden og Udstræk- 
ningen af hans Lærdom og Indsigter angaar. Hans Virksomhed 
falder fornemiig kort efter Midten af forrige Aarh. Denne mær- 
kelige Forfatter, paa hvis FerspeMivlære Poncelet lægger megen 
Vægt, og som fra denne af har gjort vigtige Opdagelser i Retning 
af den lineale Geometri {„Géoiaktrie de la régie"), idet han benyt- 
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ter Perspektivet som geometrisk Bevismiddel, har desuden For- 
tjenester af det rene Studium af Keglesnittene'''), idet hans Arbei- 
rfer over Kometerne og deres Baner foranledige barn til at søge 
bekvemmere Løsninger af derhenhørende Problemer, end Samtiden 
besad. Dog synes han kun at have liavt liden Indflydelse paa 
den paafølgende franske Skole. 

Kun kort Tid, efterat Begyndelsesgrundene af den lineale 
Geometri havde seet Dagens Lys gjennem Lambert's Udviklinger, 
var en ung Mand, tidligere Elev ved den militære Ingeniørskole i 
Meziéres, bleven ansat som Lærer (répétiteur) ved samme og fik 
der Anledning til at skabe en hel ny Læregren, som siden blev 
af den største Betydning for saavel den geometriske Undervisning 
i det Hele som specielt for Udviklingen af den moderne Geometri. 
Det var Monge''^) og den nye Lære var den deskriptive Geometri. 

Vistnok begynder med Monge et nyt Afsnit i den hele Udvik- 
ling, men dette er dog især fra Oprettelsen af den franske Central- 
skole for de offentlige Årheider og hans Ansættelse ved denne at 
regne, hvilket først skede over 20 Aar efter i Revolutionsaaret III 
(1794), Jeg vil derfor omtale Ifowi/e's tidligere Virksomhed i dette 
Afsnit. Denne bestod fornemlig iArbeider, henhørende til Studiet 
af partielle Differentialligoingers Integration, altsaa i Arbeider af væ- 
sentlig algebraisk Karakter; men den geometriske Anskuelse, der 
er hans og hans Skoles største Styrke aabenbarer sig overalt ogsaa 
i disse. — Vi staa her ved et af de Punkter, hvorfra man bar en 
let og naturlig Udsigt over, 'hyQvl^wgi den analytiske Mefhode havde 
uddannet Geometrien. 

Det vil være os nok at minde om nogle faa af de store Navne, 
som have medvirket i denne Udvikling: Descartes, WoXlis, liewton, 
Leibnitz, Maclaurin, Cramer, men fremfor alle EwUr og Lagrange 
betegne den gradvise Fremadskriden fra den speciellere til den mere 
methodiske, mere og mere gjennemsigtig klare og bevidste analy- 
tiske Behandling af de geometriske Problemer. Denne Behand- 
ling syntes snart intet Problem længer at kunne modstaa. Dens 
Methode bundede tydeligere end enhver anden i visse i Proble- 
mets egen Natur hvilende Love (Kurvers Orden etc). Og naar 
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man erinrtrev, at alierede Maclaurin i sirie Fluxioner behandler 
„Rebroussementspunkter af forskjellig Art" og giver flere Regier 
for at finde Inflexions- og Rebrousseraentspunlcter, at Kurver med 
dobbelt Krumning ere Gjenstand for udviklede Tlieorier o. s. v., 
da erljjender man Dybden og Udstræliningen af Datidens analytiske 
Studium. Dette Maal holdt ogsaa Monge's analytiske Arbeider 
saavelsom den samtidige Meusniers Studier over Fladers Krumning. 
Men et specielt Fremskridt i methodisk Henseende af den mest 
fundamentale Betydning vil vi ikke lade uomtalt paa dette Sted, 
dels fordi det hører til Monge's analytiske Opdagelser, dels fordi 
det udruster Analysen med et nyt og ikke dens mindst betydnings- 
fulde Vaaben. Det er Monge's Indførelse af den rette Linjes Lig- 
ning som methodisk Instrument. Først ved dette Fremsltridtuaaede 
Analysen sin fulde (Jdvikling, og saaledes rustet staar den henimod 
forrige Aarhundredes Slutning som Mathematikens skjønneste Skab- 
ning, Matheniatikernes erklærede Yndling, i Besiddelse af alle de 
Fuldkommenheder, som i næstea to Aarhundreder de største Genier 
have udtænkt for den. Ved Siden af denne Geometri staar da en 
fattig Synthese, kun studeret for de Gamles Skyld eller i Form af 
Elementer. Dens Hjelpemidler er indskrænkede og dens Brug næ- 
sten ingen, og dog formaar den af og til at give enkelte Proble- 
mer, rigtignok kua elementære, en Løsning, udledet paa en slaa- 
ende direkte Maade, hvis Elegantse selve de store Analytikere ikke 
forsmaa, og til hvis Udledelse ad analytisk Vej de ofte anstrænge 
al sin Opfindelsesevne, Den direkte geometriske Anskuelse har 
dog sine umiskjendelige Fortrin. Men her var intet systematisk 
Arbeide gjort, og det syntes neppe heller muligt at kunne give 
denne saa individualiserende Geometri Analysens Almindelighed. 

Det følgende Tidsrum, som vi regne fra Oprettelsen af den 
franske Centralskole til Foncelefs Optræden, viser os en høist inter- 
essant gradevis Udvikling af den synthetiske Geometri, samtidig 
som den analytiske i geniale Forskeres Hænder fremdeles formaar 
at liævde sin Fuldkommenhed og derved yderligere fuldkommen- 
gjøres. 
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III. 

Ben franske Revolution, der hidfører en OmvæltniDg paa saa- 
niange Aandens og Politikens Omraader, griber ogsaa mærkelig 
ind i Videnskabens Historie. I Geometriens giver den Stødet til 
et for Udviklingen meget betydningsfuldt Fremskridt. Den ener- 
giske Aand, der betegner ethvert Skridt som Franskmændene tage 
i det nationale Forsvars Tjeneste, dikterede dem ogsaa, da de til 
Uddannelsen af dygtige Officerer Aar III (1794) oprettede École 
centrale des travaux publics, Aaret efter kaldt Ecole poJytechnique, 
og besatte dens Lærestole med Landets dygtigste Kræfter, hvor- 
ved Frankrig i de første 30 Aar faar Æren af den nye Viden- 
skabs Udvikling. 

Monge, der en kort Tid havde staaet som Dantons Sidemand 
i et af Revolutionsministerierne, men senere havde maattet tage 
Flugten, blev nu, da den værste Tid var over, en af den nye Sko- 
les Lærere, og greben, som han saa ganske var af den stærke 
patriotiske Aand, som var Revolutionen egen, forstod han ogsaa 
at rive med sig sine Elever. Hans Fag, der fraregnet hine første 
Forsøg i Meziéres, opstod som ny og i Virkeligheden for første 
Gang officiel Læregjenstand, var den deskriptive Geometri eller som 
den da kMtes „Stereotomien". Og enten det nu skyldtes den Iver, 
som den alle gjennem gløden de Patriotisme vakte, eller det var 
Monge's Lærerdygtighed, eller Fagets hele Nyhed, saa forskjelligt 
i sin Methode fra alt, som før var sect og studeret af Geometri, 
idet Tegningen og derved den direkte geometriske Anskuelse og 
Forestilling kom til at spille en saa væsentlig Rolle, eller snarere 
alle disse tre Momenter virkede sammen: nok er det, den nye 
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Theori grebes med formelig Begejstring. Det er interessant og til- 
trækkende at læse i Skolens Journal'), hvoraf første Bind, over 700 
Sider stærkt, allerede begyodte at udkomme i Aar III, og som 
indeholdt Redegjøreise for Plan, Læremethode o. s. v., hvoriedes 
en ædal, patriotisk Iver greb alle imder Undervisningen, der lede- 
des i de bekjendte demokratiske og halvt militære Former. Vi 
hidsætte i Noterne et kort TJddrag heraf, for at vise, hvor stærkt 
man under Monge's Vejledning lagde sig efter det nye l*'ag^). 

Vi er berettigede til at tillægge den Kraft, hvormed den de- 
skriptive Geometri som Fag gjennemførtes paa den nye Skole, en 
høi Grad af Betydning og det af to Grunde; først fordi den afgav 
et uvurderligt Kursus for de Aander, der skulde skabeden moderne 
Geometri, og som for Franskmændenes Vedkommende alle ere dens 
gamle Elever, dernæst fordi paa denne Maade i Virkeligheden den 
nu for Theoretikeren som Teknikeren lige uundværlige deskriptive 
Geometri i en meget Icort Tid var fuldi udviklet som Undervisnings- 
fag, saaledes, at den første trykte Lærebog af Monge (1800) kun 
er lidet forskjelljg fra dem, som nu bruges. Hvor meget større 
er ikke Forskjeliea mellem ældre og nyere Arbeider i den ana- 
lytiske Geometri 1 

Den deskriptive Methodes Ypperljghed beviste sig strax ved 
en Rigdom af Theoremer og Løsninger af geometrifke Opgaver ad 
de naturligste Veie og med en Almindelighed, som allerede maatte 
rivalisere med Analysens Resultater. Den positionelle Tilfældig- 
heds Betydningsløshed overfor Problemernes sande Natur og den 
deraf følgende Løsning begyndte allerede mere og mere at vise 
sig ved denne direkte geometriske Betragtning saaledes, som den 
ved visse deskriptive Egenskaber allerede havde vist sig for Åpol- 
lonius og Tappus, og som den i det foregaaende Tidsrum maatte 
have vist sig for de mange udmærkede Analytikere. Paa dette 
Omraade stod dog endnu meget tilbage at gjøre. Navnlig var der 
endnu et vigtigt Skridt at tage, nemlig Overgangen mellem saadanne 
positionelle ForskjelHgheder, som bringe reelle Dele af en Figur 
til at blive imaginære og derved forsvinde for Øiet. 

Den deskriptive Geometri lærte videre Monge, og han sine 
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Elever, at anvende den af Desargues foveslaaede og siden glemte 
Methode, at bevise plangeometrisk Sætninger ved stereometriske Fi- 
gurer, hvorpaa de hleve mere eller mindre selvindlysende Identiteter. 
Paa denne Maade fandt Monge paany de Lahire's Sætninger om 
„Pol og Polare" ved Keglesnit samt Sætningen, at tre Cirklers 
ydre Lighedspunkter ligge paa en 03 samme re(<ei2w;'e, hvilke begge 
udtales med Analogier for Eummet i hans deskriptive Geometri.^) 
Det synes, som om Monge ikke kjender de Lahire's Opdagelse,*) 
Monge's Underlærer (répétiteur) ved Éeole polytechnique var 
Hachette, en af hans gamle Elever i Meziéres, der ved Siden af 
Monge har til strække] ige Fortjenester af den deskriptive Geometri 
til at nævnes her. Han har tillige Krav paa Ouitaie ved sin Ud- 
givelse af Hefteskriftet Correspondance de l'École polytechnique, 
hvori en levende Virksomhed i moderne geometrisk Retning fik 
Organ. Desværre har vi intetsteds havt Anledning til at under- 
søge dette Tidsskrift, der mere end noget andet vil kunne vise 
Arbeidets gradvise Udvikling og Monge's Indflydelse.^) 

Men af større personlig Betydning blev dog en anden a,iMon- 
ge's Eiever fra Meziéres, Carnot, en meget original og noget isole- 
ret Skikkelse i denne Periode. Skjønt udgaaet fra Monge's Skole 
og ved dennes Side stærkt forberedende det, som skulde komme, 
gik han dog ganske sine egne Veie. Carnot's to Hovedværker i 
den Retning, der bar Interesse foros, er hoMS Géométrie de position 
(1803) og hans Mémoire sur la relation, qui existe entre les distan- 
ces resp. de 5 points qu. pris dans l'espace; sitivi d'un essai sur 
la ihéorie des transversales. {\%0&). Det vil maaske forundre, at det 
sidste stærkt anbefaledes til Studium for dem, der skulde begynde 
paa den deskriptive Geometri*'); thi saavel dette som hint har i 
sin hele Methode langt mere tilfælles med den antike Geometri 
end med den moderne. Og dog er disse Værker et nødvendigt 
Overgangsled til den følgende Udvikling, idet de indeholde ikke 
alene en stor Mængde mere spredte, dels før fundne, dels for Vi- 
denskaben nye Sætninger af moderne Natur, men specielt i Trans- 
versaltheorien et Stof af næsten ligestor Betydning som den de- 
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skriptive Geometri, og hertil kommer endnu de vigtige Undersø- 
gelser, der forberede Kontinuiietsprincipet. 

Det er Fortegnenes Betydning i Geometrien, specielt de ne- 
gative Størrelsers Natur, og de geometriske Loves Ensartethed for 
beslægtede Figurer, som Carnot fastslaar i sin Géométrie de posi- 
tion.'') Han opstiller til den Ende det nye Begreb liorrelative Fi- 
gurer. Enhver Figur, der kan afledes af en given {den primitive) 
giennem en kontinuerlig Række uendelig smaa Forandringer (For- 
skyvninger o. s. v.), uden at man derved forandrer Figurens væ- 
sentlige Karakter, den f . Ex. at indeholde et vist Antal rette Linjer 
o. 1. kaldes korrelativ til den givne. Saaledes vil f. Ex. et hvilket- 
somhelst System af n Punkter og m Linjer udgjøre en Figur korre- 
lativ til et lignende. For en given primitiv Figur udregner nu 
Carnot ved geometriske og trigonometriske Elementers, Hjælp en 
Række Formler og undersøger, hvilke Tegn- og andre Forandringer, 
der indtræde i disse, naar Figuren gaar over til en af de korrela- 
tive. Han udleder under disse Undersøgelser en overordentlig 
Mængde Formler; det er nemlig hans Hensigt ligefrem at udtømme 
sit Emne og Formlerne stige derfor ved enkelte Problemer op til 
flere hundrede. At disse Formelmasser indeholde en stor Mængde 
elegant og betydningsfuldt er næsten overflødigt at nævne; men 
det siger sig ogsaa selv, at et saadant Arbeide let vil lide af Form- 
løshed. hvorfor det ogsaa ofte er dadlet. 

4de og 6te Sektion er af særlig Interesse. Det er i disse, 
han udvikler sin Transversaltkeori, der tjener ham som en frugtbar 
Methode til Opdagelse af nye Sætninger, i 4de for retlinjede Fi- 
gurer, 1 6te anvendt paa Kurver. Hans bekjendtc Sats („Carnot's 
Sats") om Produkter af Segmenterne paa 3 eller flere 'fransver- 
saler') maaler Rækkevidden af hans Undersøgelser herom. Blandt 
den Mængde Sætninger, han udleder heraf, kan nævnes Sætningen 
om den Pascal'ske Sexkant.") 

Skjønt selv benyttende snart en. snart en anden Methode, ud- 
taler Carnot særlig stor Forkjærlighed for den „elementære Geo- 
metri", hvorved han forstaar mere, end vi ellers lægge deri, og 
medregner den deskriptive Geometri, Perspektivlæren samt Læren 



y Google 



37 

om Tyngdepunktet, idet han påaviser, at dette sidste kan gives en 
rent geometrisk Definition og Brug, ligesom han i det Hele har 
flere Berøringspunkter med den senere „barycentriske Kaikyl". 
Ved disse Udtalelser og ved enkelte mere direkte polemiske Yt- 
tringer mod de udelukkende Analytikere tilkastede han disse en 
Handske. 

Vi maa indskrænke os hertil i vor Karakteristik af Géométrie 
de position, der med sin Vrimmel af mærkelige Ideer og nye Sæt- 
ninger i høi tirad virkede befrugtende paa Datidens geometriske 
Studier. 

Samme Aar som Géométrie de position udkom et lidet Ar- 
beide SLiServois: Solutions peu connues de differens problémes de 
Géométrie pratic[ue, indeholdende bl. a. lineale Konstruktioner og 
traasversaltheoretiske Sætninger, der efter senere Citater at dømme 
ikke have været uden Betydning. Vi have ikke havt Anledning 
til at se Bogen. 

Af de periodiske Tidsskrifter have vi allerede berørt Corre- 
spondance de l'ÉcoU polytechnique. Vi kommer nu til det videre 
Arbeide i Journal de VÉcoh polytechnique. Denne, hvis Hefter 
udkom noget uregelmæssigt,^*') indeholdt ogsaa fra Tid til anden 
værdifulde Bidrag til Geometriens Udvikling; i Begyndelsen skyl- 
des disse fornemmelig Monge^ saaledes en Række Afbandhnger 
om Flader, hvis Normaler tangere givne Flader,^') hvori han ind- 
fletter synthetiske Partier, hvis Klarhed og skjønne Udvikling efter 
vor Mening ingen senere Forfatter har overgaaet, og hvori han vi- 
ser, hvad Synthesen formaar i en Mesters Haand; alt er samtidigt 
ledsaget af analytisk BehandHng. 

I Aaret 1806 — 10 giver Journalen fremdeles rige Bidrag, og 
vi beklage kun ikke at kunne indgaa herpaa med den Udførlighed, 
hvortil vi have Lyst, Det første mærkelige Navn, vi møde, er 
Brianckon, der allerede som Elev afgiver et Vidnesbyrd om stort 
og originalt Talent ved sin berømte Sætning, den dualistisk tilsva- 
rende til FascaVs om den indskrevne Sexkant. Hele hans lille 
Afhandhng herom'^) udmærker-sig saavel ved Tankernes Nyhed 
som ved den Klarhed, hvormed de ere fremsatte. Udgangspunktet 
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er Desargues's Sats om to Triangler i Rummet, som han beviser 
og benytter, aliieies som Steiner 20 Åar efter ham. Han beviser 
sin Sats ved en Fremgaugsinaade, der kan betegnes som identisk 
med Principet for reciproke Polarer, om det end ikke er benyttet 
saa direkte, som oian senere forstod. Sætningen, hvoraf ogsaa 
Brianchon strax drog Konsekventser, vakte øieblikkelig Opmærk- 
somhed, hvilket vi kan se deraf, at Carnoi, som eilers kun sjelden 
antyder andre Forfattere som Kilder, i sin samme Aar udkomne 
„Mémoire sur la relation etc." citerer Sætningen med Henvisning. 
I Brianchon's Afhandling finde vi ogsaa, at den reciproke Polare 
(for at benytte det senere Udtryk) til en 2den Grads Flade er en 
anden Flade af samme Grad, et Piesultat, som længe henstod 
overseet. 

Et andet Navn, der ogsaa er berømt i den moderne Geometris 
Historie, optræder i 1808, nemlig Dupin, med et interessant Ar- 
beide i Journal polyt.'") „sur la description des lignes etdessurfa- 
faoes de second ordre", der udmærker sig ved sin klare synthetiske 
Behandling og ved sin direkte Anvendelse paa Geometrien af Prin- 
ciper og Resultater, der skrive sig fra Analysen. Denne Afhand- 
liug gaar i det Stykke længer, end nogen anden før havde gjort, 
ind mod at fastslaa en Kontinuitetens Lov, saaledes som Poncelet 
senere gjorde. Idet Dupin her gaar ud fra den allerede i Oldti- 
den bekjendte mekaniske Beskrivelse af en Ellipse under en Linjes 
Glidning med to faste Punkter paa en ret Vinkels Ben, er det ham 
om at gjøre, at kunne udstrække d-enne Generation ogsaa til Hy- 
perblen. Til den Ende tænker han sig en imaginær ret Linje, gli- 
dende efter samme Regel, påaviser Tilstedeværelsen af et reelt 
Punkt paa samme, der under Bevægelsen vil beskrive en Hyperbel. 
Som et Vidnesbyrd om, at Tiden til at opstille Kontinuitetens Lov 
nærmede sig, vil vi i en Note meddele Stedets Ordlyd.'*) Der 
anstilles lignende Ræsonnementer for Rummet. Afhandlingen, 
der tillige benytter analytisk Behandling, fortjener at fremdrages 
af Glemselen som et indholdsrigt og idevækkende Årbeidc. 

Men intet af de hidtil nævnte Arbeider kommer i Henseende 
til umiddelbar Beslægtcthed med Foncelefs Værk op imod en ny 
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Afhandting af Srianchon: Solution de plusieurs ^irofeJéwics de 
Géométrie (trykt November 1810)'*}, som vi derfor maa ofre nogen 
Omtale. Afhandlingen, hvis Titet lader os se dens noget fi-agmen- 
tariske Karakter, begynder imidlertid med følgende almindelige 
Bemærkning: 

„Il y a un certain ordre des propositions de géométrie plane, 
„qiii se rapportent seulement aux directions des lignes, et dans 
„lesquels od ne considére aucunement des longueurs absolues ou 
„relatives de ces lignes, non plns que la grandeur des angles; on 
,peut appliqner a ce genre de propositions une méthode particu- 
„liére de demonstration, dont voici quelques exeraples". 

Disse Exerapler ere 3 i Tallet, men beataar i Theoremer af 
en Almindelighed, der lade dem omslutte en stor Mængde Kor- 
rollarer. Det første er Sætningen: 

„En Polygon har sine Spidser, paa én nær, beliggende paa et 
Keglesnit. Hver af Siderne dreier sig om et fast Punkt paa samme. 
Hvis disse Punkter (Br. kalder dem „Poler") ligge paa én ret 
Linje, beskriver Polygonens frie Vinkelspids et Keglesnit". 

For at bevise denne Sætning, bemærker han, at Projektion 
ikke forandrer en Kurves Grad, idet han i en Note nedenunder 
tilføiev: „Man tager her Ordet Projektion i den mest udstrakte Be- 
„tydning o: man antager, at ProjektionsHnjerne alle støde sammen 
„i et og samme Punkt i Rummet. Hvis man stillede etØie i dette 
„Punkt, kunde man ombytte Ordet Projektion med Perspektio". 

Derpaa projicerer han sin Figur paa et Plan parallelt med 
det, der indeholder Øiet og „Polernes" rette Linje, hvorved han 
faar et nyt Keglesnit og en ny Polygon, hvis Sider parallelfor- 
skydes, og holder sig nu kun til denne Projektion. Uden at opstille 
de givne Elementers analytiske Ligninger, lader han sig nøie med 
at ræsonnere over disse Ligningers Antal og Gradtal samt det fore- 
liggende Eliminationsproblem; herved viser han, at den søgte Kur- 
ves Ligning erholdes ved Elimination af en Række Størrelser mel- 
lem Ligninger, hvori de forekomme lineært undtagen i én, hvori 
de forekomme i 2den Grad. Endeligningen bliver saaledes af 
2den Grad. 



y Google 



Herora siger han; „Denne blandede Metliode hviler, som man 
„ser, paa Betragtninger fra den deskriptive Geometri, paa de Ee- 
„sultater, som Anvendelsen af Analysen paa Geometrien skaifer, 
„og paa Bogstavregn i tigens almindelige Principer. Det er sjeldent, 
„man iiar alle disse tre Hjelpemidler nødig, ofte er den blotte Pro- 
Jektionsmaade tilstrækkelig til at bevise plangeometriske Sætnin- 
„ger, som det vilde falde vanskeligt at bevise direkte; herpaa af- 
„give Monge's Værker mærkelige Exempler". 

Det andet Exempel er Sætningen om den Pa^ra^'ske Sexkant 
udtalt paa den Maclaunn'i\ie, Maade (se ovenfor Kap. II p. 20); 
den bevises analogt med forrige'^); det tredie bestaar i et Bevis 
for, at den reciproke Polarkurve til et Keglesnit selv er et Kegle- 
snit; det er mærkeligt, forsaavidfc han projicerer saaledes, at de 
to givne Keglesnit giver to Cirkler, uden at han dog undersøger, 
om eller hvoi-vidt dette altid er muligt. 

Foruden at denne Afhandling direkte har indgivet Fonceht 
Ideen til hans Projektionstheori, og dens Methoder længe var blandt 
hans hyppige Hjelpemidler, er den tillige mærkelig ved det Bidrag 
til Litteraturhjendshahet, som den yder sin Samtid, der synes at 
have havt Tilbøilighed til mere at studere Fænomenerne selv end 
deres Oprindelse og hvad der tidligere var fundet om dem, 
Srianchon citerer en stor Mængde Forfattere, ligefra Tappus til 
Simson, de Lahire og endnu yngre. Dog henfører han den Pascal- 
sko Sexkant til Madaurin og Braikenridge. 

1 Aaret 1810 fremstaar der et andet Tidsskrift Annales de 
mathematiques pures et appliquées"), der, gjenneraen Aarrække (1810 
— 31) en Gang om Maaneden fra Byen Nimes udsendte et Kvart- 
hefte, hvis blandede mathematlske Indhold ogsaa i særlig Grad er 
skikket til at fængsle dens Opmærksomhed, der studerer de mo- 
dern-geometriske Ideers Historie. Det redigeredes af Gergonne, 
de to første Aargange i Forbindelse med Lavernl'de. Medens den 
sidstes Navn ganske er glemt, er Gergonne's gjennem dette Tids- 
skrift paa det nøieste knyttet til Geometriens Historie. Gergonne 
var en ivrig og elegant Analytiker, Den analytiske Geometri, som 
gjennem Monge's Elev Biot var bleven meddelt en Form, der 
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eadnu findes i en stor Del af vore Lærebøger, skyid^v Gergonne 
yderligere Forbedringer saavel i Methoder som i Detaljer, og man 
vil i hha& Annaler, som oftest fra hans Haand, ikke sjeWen i Form 
af Noter paa Foden af Siden ved Andres Arbeider, finde Vink og 
Ideer, som senere have vist sig af fnndamenta! Betydning for de 
Omvæltninger ogsaa denne Geometri undergik i Løbet af 20- og 30- 
Aarene. Q-ergonne var selv bleven paavirket] ved en Bog af L'kuilier : 
Elemens d'analyse géométrique et d'anaiyse algébrique, (1809) der 
gav ham Ideen om en „nouveau tour, qu'on pouvait faire prendre 
a la géométric aiialytique"'*). 

Den synthetiske Geometris Fremskridt lod ikke Gergonne i 
Hvile, inden han ogsaa havde formet den analytiske Behandling til 
et Redskab, der lige let og naturligt som Synthesen frembød den- 
nes elegante lineale Løsninger af Problemerne, som nu vare saa 
beundrede. Han bragte det allerede 1810 tU at løse ApoUonms's 
Berøringsproblem linealt gjennem Analysen. Samtidig brugte han 
sin polemiske Pen til at kritisere dcExempler paa mindre elegant 
Behandling, som hyppig de synthetiske Værker, saaledes Camofs 
Géométrie de position frembød; kort, han var paa alle Felter den 
analytiske Geometris dygtige og energiske Talsmand. Ikke desto- 
mindre viste han sig ogsaa ved Leilighed som en øvetSynthetiker, 
ligesom han i det Hele neppe var fremmed paa noget af Mathe- 
matikens utallige Omraader. Hans utvivlsomme Dygtighed og Lær- 
dom have imidlertid, som vi skuUe se, ikke forhindret ham fra en 
enkelt Gang at gjøre sig skyldig i en betydelig Feiitagelse. Vi 
ville ogsaa komme til at berøre andre Forhold, hvor vi ikke kunne 
skjænke ham vor Syrapathi. 

Der er navnlig ét Princip, til bvis Udvikling Gergonnes Annaler 
giver vigtige Bidrag, det er Tkeorien om reciproke Folarer. Alle- 
rede i de første Bind løses en Række Opgaver ved Hjelp af dette 
Princip, hvis første Elementer finde saavel synthetisk som især ana- 
lytisk Behandling. Blandt de Navne, som fortjener at nævnes som 
særlig knyttede til denne Udvikling, skulle vi mærke, foruden Ger- 
gonne selv, Encontre, Eochat, Servois samt en eller fiere anonyme 
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Forfattere. I Annalernes 1ste Bind t'oreslaar Servois^") Navnet 
„Pol'-, og i det 3(iie Bind Qergonne^'^) „Polare" og „Polarplan" i 
(len siden vedtagne Betydning; Rochat indfører Benævnelsen en 
„Polare" i Rummet. 1 en meget kort Tid blev disse bekvemme 
Benævnelser anvendte i stor Udstrækning; tiere Opgaver løstes, 
idet man ved Omvending til det reciproke iik det' tilbageført til et 
allerede bekjendt o. s. v., kort, denne Methodes Fmgtbarhed gaar 
mere og mere op før den almindelige Bevidsthed. 

Men ogsaa den lineale Geometri og Vrojektionslæren dyrkes 
og udvikles. En Opgave, fremsat i 1ste Bind,*^) giver sammesteds 
„Un abboiiné" Anledning til at fremsætte en smuk og klar Tlieori, 
der ikke mangler synderligt mer end Benævnelserne for allerede 
at have foregrebet Foncelets Homoloffiprindp.^*) 

Som man heraf ser, skrider Udviklingen blandt de franske 
Mathematikere, takket være deres Uddannelse i den Mongé'ske 
Skole, til hvilken de næsten alle høre, samt de nye Organer, deres 
yderligere Studier har erholdt i de nævnte Tidsskrifter, stadig fremad 
i moderne Retning. Den ene Opdagelse leder til den næste, begge 
belyses fra en ny Side i den opstaaede litterære Debat og der 
gaar snart intet Aar uden et vigtigt Skridt er gjort fremad i den 
betegnede Bctning. 

Dog mangler der endnu en kraftig Aand, der paa engang kan 
omfatte alle de enkelte Brancher, som holde paa at udvikle sig, 
se deres store fælles Udspring, og som tillige kan udtale hint 
endnu altid manglende Tryllesprog, Kontinuitetsloven, der først for- 
maar ogsaa at vise Enheden i Fænomener, der adskilles ved Ima- 
ginærernes hidtil saa godt som uoverskredne Grændse. 

Den Udvikling, som vi i dette Afsnit have vist, er, paa Arbei- 
det i Gert/OMMes Annaler nær,^^) den, som ogsaa uddanner Powceføf, 
der lever midt i den. Vi ville fastslaa dens Hovedkarakter: 

En Bestræbelse efter at forme den elementære og rene (reo- 
metri, derved ment den, der opererer uden Kalkyl, tU en Viden- 
skab, der om mulig hunde opnaa Analysens Frihed og Ålminde- 
Kghed; Opmærksomheden hist og her henvendt paa den perspek- 
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tivisTie Projehtions Nytte; Interessen vakt for Hneale Lffnnimjer, 
hvorved den deskriptive Geometri og Transversaltheorien viste 
Vei. Det gjaldt egentlig nu at fatte disse Opgaver fra et al- 
mindeligere Kfcandpunkt. Først derved vilde der af alt dette 
blive en Enhed, „den moderne Geometri''. Her laa Foncelet's 
Opgave. 
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IV. 



Jean-Victor PonceJei^} er født i Metz 1788. Sin elementære 
Uddannelse fik han paa Lycéet i sin Fodeby, hvor Servois var hans 
Lærer i Mathematik. Den Forkj ærlighed, hvormed Geometrien 
allerede her omfattedes af ham, blev yderligere styrket, da han, 
efter at have valgt den militære Løbebane, 19 Aar gammel, (1807) 
blev optagen pas-École polytechnique i Paris, her indtil 1809') hørte 
Motic/e's Forelæsninger og gjorde Bekjendtskab med dennes, Carnofs 
og Brianchon's Arbeider. Som Elev ved denne Skole beskjeftigede 
han sig ogsaa selv med geometrisk Produktion, og hans første Ar- 
beide, hetræffende det Apolloiiiske Problem om Cirklers Berøring, 
tryktes i Correspondance sur l'École polytechnique II p, 37L^) I 
November 1810 var hans theoretiske Uddannelse fuldendt; han 
forlod sine geometriske Studier og overgik til École d'Application 
i Metz. 

I 1812 blev han kommanderet til at deltage i Befæstningen af 
Øen Walcheren, men maatte kort efter skyndsomst slutte sig til 
den store Arme, der drog modEusIand. Dette Felttog blev skjæb- 
nesvangert for ham. Det var under Tilbagetoget fra Moskva, at 
den Afdeling paa 7000 Mand, hvorved Poncelet stod, ved Krasnoi, 
i Nærheden af Sraolensk, blev angrebet af en fiendtlig Styrke paa 
25000 og efter en blodig og fortvivlet Kamp oprevea. Poncelet 
selv blev, tilsyneladende dødelig saaret, efterladt paa Kamppladsen 
og faldt i Seirherrernes Hænder. Sit Fangenskab tilbragte ban i 
Saratov, beliggeniie i en øde Steppeegn ved Volga. 
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Det var lier, Ensoir.lieden og Trangen til en Beskjeftigelse, 
der kunde sysselsætte ham, bragte ham til atter at gjeiioptage sine 
gamle elementære og videregaaende geometriske Studier. 

Vi have i det foregaaende Afsnit vist, hvor langt den produ- 
cerende geometriske Verden i Frankrig var naaet, da Poncelet 
maatte sige den og sit Fædreland Farvel. Det kan ikke undre os 
at finde, at han nu umiddelbart fortsatte, hvor den havde ophørt 
at være til for ham. Der var forundt ham et Otium, hvor dette 
Arbeide omtrent var hans eneste Trøst og Tilflugt fra de mange- 
haande Savn og Trængsler, som hans Stilling vil forstaaes at have 
medfart, endog om han ikke selv havde bekræftet det. 

Resultatet af disse mærkelige Studier af den 35-aavige Officer, 
paahegyndte April 1813 og afbrudte ved Fredslutningen i Juni 1814, 
foreligge i Applications d'Analyse et de Géométrie 1ste Bind, Paris 
1862, hvor de indtoge over 400 Oktavsider, og hvoraf det meste 
kan regnes som Forstudier til hans store Traiié des propriétés pro-- 
jectives. Som sine Forgjængere nævner hani detteUngdomsarbeide 
udtrykkelig Monge, Carnot og Srianchon; men uden litterære Hjel- 
pekilder, som han var, maatte han, ligesom en Nybygger først maa 
forfærdige sit Værktøi selv, forst for sig selv rekonstruere sig de 
halvforglemte Elementer. 

Der er en Kraft og Oprindelighed i disse efter 50 Aars For- 
løb offentliggjorte Arbeider, der holder skadesløs for Gjennemlæs- 
ningen af deres for Nutiden ikke længer saa vigtige Indhold. Det 
er os ikke nødvendigt at ^ore Rede for dette j Detaljen; det er 
tilstrækkeligt at betegne det Standpunkt, hvortil han allerede nu 
viser sig at være naaet: et fuldstændigt Herredømme over Systetner 
af Cirkler, samt efter BrianchorCs Methoder*) over bevægelige Po- 
lygoner, underjcastede visse Betingelser, begge Dele i direkte For- 
stand en Basis for hans projicerende Kegler og Planer ; en klar 
Udtale af ProjeMionslærms Hovedprinciper, blandt hvilke exem- 
pelvis Principet om den uendelig fjerne rette Linje fastslaaes ; Op- 
stillen af Kontinuitetsloven som et nødvendigt Redshab til Brug for 
Geometeren ved Overgang fra reelt til imaginært, erkjendt som 
existerende ved Erfaring fra Analysen,^) videre Ideen til Theorien 
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om Homologi eller det plane Perspektiv. Samtlige disse Hovedideer 
ere udførte i stor Detalj og med en overordentlig Mængde Anven- 
delser. Men saaledes som (Jette Arbeide foreligger trylit, forraader 
det ogsaa selve Ideernes Væxt og Udvikling hos ham selv; han 
maa foretage Revisioner, nye Anvendelser af visse Sider af en op- 
stillet Theori paa allerede tidligere bearbeidede Sager, kort, det 
det hele er kun et foreløbigt Gjennemarbeirte, hvorved Stoffet 
efterhaanden er modnet for ham selv. Betegnende er navulig de 
kolossale analytiske Verifikationer, han uafladelig indstrør, hvoraf 
enkelte udmærke sig ved en smuk, men de fleste kun ved en for- 
bausende energisk Gjennemførelse. Som en Exempelsjimliog, hvor 
en Mængde Detaljer i Keglesnitslæren finde en simpel synthetisk 
Udvikling, fortjene disse hans Forstudier at studeres mere end 
Tilfa'ldet er.^) Af de Theorier, som aabenbart endnu ikke have 
staaet for ham med den Betydning, som lian senere vidste at til- 
lægge dem, er det os af Vigtighed specielt at paapege Thcorhn 
om reciproke Polarer, hvortil man kun finder en ubetydelig Spin',') 
medens vi have seet, at de franske Mathematikere allerede, inden 
Foncelet forlod Hjemmet, vare paa Vei til at grundlægge den. 

Da Poncelet saaledes havde gjennemarbeidet en stor Del «f 
sine Ideer, sammenfattede han disse i en Memoire,^) som det var 
hans Hensigt at forelægge for Videnskabsakademiet i St. Peters- 
burg, men som forblev ufuldendt, da Efterretningen om Fredsslut- 
ningen kaldte bam tilbage og afsluttede hans Fangenskab. Denne 
Memoire kan bedst betegne hans Modenhed ved Hjemkomsten til 
Frankrig og bekræfter ganske, hvad vi have seet af hans Studier: 
Kontinuitetsprincipet^) og Projektionslæren ere her skarpt og tyde- 
ligt udviklede, men nogen Theori oni reciproke Polarer findes ikke 
udenfor et ganske enkelt Spor.'") 

Ved Siden af en ret levende Glæde over at skulle gjense Fø- 
deland, Forældre og Venner følte Poncelet ogsaa en dyb Bevægelse 
over at skulle forlade den eiendommelige Natur, den lille Træby 
og Stepperne langs Volga, som havde været Skuepladsen for hans 
Prøvelse og dannet hans Omgivelser under de kjære og lovende 
Studier, „og jeg spurgte mig selv, om jeg i det virksomme Liv, 
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som ventei!e mig, kunde fortsætte m.ine Studier saaledes som i 
Exilets Stilhed og Ensomhed — disse Studier, som havde forsødet 
dets Bitterhed og derved var blevne mig saa kjære".") 

Djt gik ogsaa i Begyndelsen, som han havde frygtet; hjem- 
kommen i September 1814, traadte han strax igjen ind i Armeens 
Kadrer, gjenoptog sin Ingeniørtjeneste i Metz'^ og kom i Medfør 
af de nye Uroligheder, som brød løs {de 100 Dage) atter entid- 
lang i en Virksomhed, der ingen Ro gav ham til Udarbejdelsen af 
sine Ideer, Men efter den 2den Pariserfred skjænkedes der ham 
under den 5-aarige Okkupation af de fremmede Armeer paany et 
tvunget Otium „i visse Henseender kun lidet forskjelligt fra det 
rubsiske Fangenskab", hvorunder han fik Anledning til delsatgjøre 
sig bekjendt med de yderligere Fremskridt, det geometriske Stu- 
dium havde gjort i Frankrig siden 1816, dels at fuldføre Udarbei- 
delsen af sit epokegjørende Arbeide. 

Vi have i foregaaende Afsnit omtalt det ivrige Arbeide, der 
var begyndt i Gergonne's Annaler i de to første Aargange 1810— 
1812 o: medens Poncelet endnu var i Frankrig inden det russiske 
Felttog. Forøvrigt maa vi bemærke, at, ligesom Poncelet overalt 
hævder indtil 1815 intet Kjendskab at have havt til disse Arhei- 
ders Indhold, er dette ogsaa tydeligt af hans Udarbeidelse af sine 
Ideer under Fangenskabet; som tidligere antydet, have de nær- 
mest Karakteren af at være befrugtede af Brianchon'ske Ideer. 

Vi skulle nu kortelig meddele, hvad Poncelet under sine nye 
Studier forefandt af Fremskridt siden den Tid, han havde kunnet 
følge med. Flere af de Emner, hvormed han havde beskjeftiget 
sig i Saratov, være samtidig behandlede i Hjemmet, Det udgjorde, 
foruden hvad vi før har nævnt, navnlig følgende: 

I Journal polt/technique møder vi i det Caliier, der udkom 
1813, et vigtigt Arbeide af Gaultier (åe Tours): Sur les moyens 
généraux de construire grapkiquetnent un cerde déterminé par trois 
conditions et une sphére dét. par quatre condil.'^) Behandlingen er 
noget bred, elementær, og Indholdet falder for en ikke liden Del, 
hvad det plangeometriske angaar, sammen med Poncelefs samti- 
dige Studier over Systemer af Cirkler, men er ikke saa elegant. 
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Hans Maal ligger ogsaa lavere, idet han kun gaar lidet udenfor det 
Apoiloniske Berøringsproblem ; men han opstiller dog en almindelig 
Tbeori, hvori de bekvemme og sideo antagae Benævnelser, Eadi- 
halaxe o. s. v. forekomme samt giver sin Tid værdifulde historiske 
Oplysninger, 

Af større Interesse er det samtidige Arbeide i Gergomie's An- 
naler, hvor Diskussionen om Pol og Polare samt om den projektive 
Methode fortsættes. I 1813 meddeler Gergonne Beviser ved Pro- 
jektion for PascaVs og BrianchorCs Sætninger,'*) hvis Fortrin og 
Mangler er saavidt karakteristiske, at de bør bemærkes. Sammen- 
ligner man den paa den ene Side med Lord Stanhopés (p. 20) og 
paa den anden med det samtidig af Poncelet i Saratov leverede,^^) 
ser man Fremskridtet og Ufuldkommenheden tydelig. Han gaar, 
for den Pascal'ske Sætnings Vedkommende, ud fra den elemen- 
tære Sats: Naar to Far moåstaaende Sider i en Cirhel indskreven 
Sexkant ere parvis paraUele, er ogsaa det tredie Far parallele. Ved 
Parallelprojektion udvider han dette til Ellipsen. Heraf slut- 
ter han ved at projicere en saadan Ellipse ved Centralprojek- 
tion til en Cirkel, at Sætningen gjælder, forsaavidt Linjen med de 
tre Skjaringspunkter falder udenfor CirMen, og heraf erholder 
han ved en ny Centralprojektion Sætningen {med den samme Ind- 
skrænkning) for alle Keglesnit. Istedetfor ved en Centralprojektion 
fra sit Udgangspunkt at komme direkte tii det almindehgste, han 
paa denne Maade naar, konstruerer han saa at sige en Cylinder 
og to Kegler {d : Cylinderen og den ene Kegle foimeget). Det 
samme Apparat behøver han for fra den elementæie Kjendsgjer- 
ning, at i en om en Cirkel omskreven Serkanf, hvo)t i to Diago- 
naler, der forhinde modstaaende Hjørnet, gaa gjemiem Cirhlens 
Centrum, det samme er Tilfælde med den tredie, at udlede Brian- 
chon's Sats, med den Indskrænkning, at det fælles Skjæringspunkt 
ligger i Keglesnittets Indre. 

For nu at komme fra de nævnte Indskrænkninger anstiller han 
følgende Betragtninger, der generaliserede vilde have bragt ham 
til at udtale Kontinuitetsprincipet: I et Keglesnits Ligning indgaa 
5 af hinanden uafliængige Konstanter, hvorover man kan disponere 
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for at faa Keglesnittet til at gaa gjennem 5 givne Punkter, eller 
tangere 5 givne rette Linjer. Skal nu Keglesnittet gaa gjennem 6 
givne Punkter (eller røre 6 givne rette Linjer) faaes ved Elimina- 
tion en BetingelsesJigning mellem de Konstanter, der bestemme de 
6 givne Punkter (Linjer), af den Natur, at Punkternes (eller Lin- 
jernes) Stilling forresten intet gjør til Sagen. Men i den ovenfor 
givne Stilling er der fundet en Relation, hvis analytiske Udtryk 
netop maa være denne Betingelsesligning; thi ellers vilde der være 
to saadanne. Altsaa maa denne Relation være uforanderlig og 
finde Sted for enhvilkensomlielstStiiJingaf de 6 Punkter (Linjer)'^). 

Ogsaa den geometriske Analyse gjør Fremskridt; flere fortræffe- 
lige Afhandlinger af Bret og af Gergonne indfører heldige Refor- 
mer, saaledes foreslaar og åxiveudev Bret") den nu sædvanlige Me- 
thode at udtrykke den rette Linje i Rummet ved 3 Ligninger, med 
den variable Strækning langs Linjen som Parameter, og opnaar der- 
ved betydelige Simplifikationer, som nutildags er velbekjendte, og 
Gergonne opstiller'*) i den nu bekjendte Form Polarens og Polar- 
planets Ligninger. 

Endelig maa vi nævne Dupin's store Værk „DéeeJoppements 
de GéoméMe", der udkom samlet i 1813, men hvis enkelte Dele 
var bearbeidede allerede i tidligere Aar, et Værk, hvori denne store 
Geometer optræder som Arvtager af én Side af Monge's Arbeide, 
ligesom FonceUt fortsætter og fuldbringer en anden. Ponce/ei beto- 
ner oftere, at Studiet af Dupin har været frugtbringende for ham. 
Det næ,¥nte Værks Indhold ligger iøvrlgt fjernt fra de Theorier, 
han udviklede. 

Henimod 1815 var der kommen en Stilstand i de franske mo- 
dem-geometriske Studier. Monge's Skole holdt paa at afløses af 
eii ny med Cauchj som den Toneangivende, samtidig som den gamle 
Monge selv efter sin Tilslutning til de Napoleon'ske 100 Dages 
Herredømme blev Gjenstand for Krænkelser og Forfølgelser, der 
nedbrød hans Åand og inden kort lagde ham i Graven (1818). 
Garnot havde en lignende Skjæbne; han døde i Exil 1833. 

Efter 1815 er den geometriske Diskussion i Gergonne's Anna- 
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ier heller ikke længer saa livlig; man møder kun faa af de gamle 
Navne, et Par nye ere nævneværdige. 

Frégier opdager nye Sætninger ved Keglesnit og 2den Grads 
Flader;'*) en ung talentfuld Mathematiker Durrande gjør interes- 
sante Forsøge") paa at udvide den elementære Geometris Felt 
og behandler GauUiers ovenfor omtalte Emner. Den lovende Be- 
gyndelse standsedes ved en tidlig Død, men den elegante Behand- 
ling fortjener, at hans Navn mindes. Lamé giver et Uddrag^') af 
en i December 1816 til Acaoemiet indleveret Afhandling, der be- 
tegner et smukt Fremskridt i den analytiske Geojnetri, nemlig hans 
Brug af variable Konstanter som Faktorer for at danne Ligningen 
for Kurver eller Flader bestemte ved visse andres Skjæring, Det 
er den samme Ide, som han 1818 udviklede i sin Bog: Examen 
des differentes méthodes employées pour résoudre les probJemes de 
Géométrie. 

I Aaret 1817 udgav Brianchon sit af Foncelet saa hyppig 
citerede lille Arbeide: Mémoire sur les lignes du seconde oråre^^) 
(ier betegner det meerkelige Fremskridt at tage Desargues's Liere 
om Livolutioner til Udgangspunkt. Her gJBres ogsaa for første 
Gang efter Aarhundreders Forløb den Desargues-PascaVslee Skoles 
historiske Rettigheder gjældende for den videnskabelige Verden. 
Hverken dette eller hans i det følgende Aar udgivne: Applications 
de la théorie des transversales,^^) der behandlede Linealgeometrien, 
have vi havt Anledning til at se, men Powce/ei's Omtale berettiger 
os til at tillægge dem meget Værd.^*) 

Vi ville benytte denne Anledning til et Par Bemærkninger om 
Brianchon. Vi have ikke lagt Skjul paa, at vi skatte denne Geo- 
meters Værd og Betydning høit. Vistnok var hans Produktivitet 
ringe, og en mægtigere Aand end hans blev det givet ganske at 
løse det bundne geometriske Studium, saa Brianchon's Arbeide 
svinder ind ved Siden af Poncelefs. Men Brianchon var en ori- 
ginal og selvstændig Forsker og Poncelefs Arbeide er fra først af 
befrugtet af hans vækkende og klare Frembringelser. I sin nRap- 
port" ofrer Ghasles Brianchon kun tarvelig Omtale og finder hver- 
ken hans Transversaltheori eller hans Artikel i 10de Cahier af 
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Journal polytechnique en Nævnelse værd. Vi vide, at den sidst- 
nævnte særlig har inspireret Poncelet under hans Studier i Saratov. 
Saameget heller bevare vi denne beskedne Forskers Navn i tak- 
nemlig Erindring, som han stod i et varigt Venskab med sin store 
Aandsfrænde. Hans skjønne Sats om den omskrevne Sexkant vil 
altid give hans Navn en ærefuld Sammenstilling med et af Geome- 
triens største. 

I 1817 niøde vi de første Arbeider af Poncelet, idet han lader 
indrykke tre Artikler i 8de Bind af Gergonne's Annaler.^^) Før 
vi imidlertid gaa ind paa Betragtningen af disse, skulle vi betegne 
den Udvikling, som hans Studier vare uadergaaede, efterat han 
anden Gang havde faaet Ro til at bearbeide sine Ideer. I 2det 
Bind af „Applications d'analyse et de géométrie", foreligger en 
Række Afhandlinger fra Tiden efter hans Hjemkomst, 1814 — 20, 
der afgive Bidrag til Bedømmelsen af denne Udvikling. Det ka- 
rakteristiske ved denne er først og fremst hans større Emancipa- 
tion fra analytisk Behandling, som han fandt ufrugtbar for sig,**) 
og Jstedetfor hvilken han foistaar at anvende direkte Ræsonne- 
menter, hvoraf enkelte pege i Retning af den moderne „abzahlende 
Geometri^,^') og som han for sin Del kommer til gjennem sit 
KonUnuitetsprincip. Han fordyber sig i Litteraturen og bliver i 
kort Tid sin Tids utvivlsomt lærdeste Geometer. Allerede Vinte- 
ren 1815—16 er han kommen efter PfflscaiV Prioritet til Sætningen 
om Sexkanten, medens han dog endnu ikke kjender Desargues's 
Fortjeneste. Newton's, Madaurin's og Braikenridge's Arbeider 
bringe ham til at lægge Transversaltheoriens fortræffelige Apparat 
paa Studiet af Kurver af høiere, navnlig 3die Ordm, hvorved han 
beviser en stor Mængde Sætninger om disse og bl. a. studerer deres 
Krumningsforholde efter simple Principer. Allerede, fra 1816 skri- 
ver sig saaledes hans dybtgaaende Studier over harmonisJce Mid- 
delpunkter. Videre er det ham magtpaaliggende paany at gjen- 
nemtænke og begrunde sit KonUnuitetsprincip, og dette udgjør en 
stor Del af hans føigendeArbeide. Endelig benytter han de Emner 
til en brugbar og nyttig Theori, der forelaa i de tidligere omtalte i 
Journal pohjtecknique og Gergonne's Annaler leverede Sætninger og 
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Problemer vedrørende Pol og Polare, og i hans Haand udspringer 
der strax heraf det frugtbare Princip om reaiproke Polarer, der 
lader alt, hvad de andre før ham have præsteret i samme Retning, 
langt bag sig. 

Under disse Studier, der ligemeget bevægede sig paa abstrakte 
Høider som i dybtgaaende Detaljer, var Poncelet kommen i Besid- 
delse af en ganske overordentlig Mængde nyt og interessant Stof; 
navnlig havde han herunder beriget Læren om Keglesnittene, denne 
endnu langtfra udtømte Kilde, hvoraf saa utallig mange befrug- 
tende Ideer er udvældet over samtlige mathematiske Omraader. 
Et Par Samlinger af disse hans Opdagelser i Keglesnltshistorien 
udgjør de første Artikler fra ham i Oergonne's Annaler: Théoré- 
mes nouveaux sur les lignes du second ordre,^^) og et Tillæg til 
denne Artikel, Uddrag af et Brev addresseret fra Metz til Anna- 
lernes Redaktør.^^) Disse smukke smaa Afhandlinger henlede Op- 
mærksomheden paa en Art Sætninger, som Poncelet finder, Mathe- 
matikerne have forsømt, nemlig Sætninger om Vinhhr, hvori disse 
optræde „sans l'intervention des quantltés linéaires on trigonomé- 
triques". Han giver en Række smukke Exempler paa den Rolle, 
disse Sætninger spille i saavel den generelle Keglesnitslære (for- 
nemlig Brændpunktsegenskaber) som for særegne Keglesnit (Cirk- 
len, Parablen). Fremstillingen er rent elementær geometrisk. 
Skjønt det af Foncelefs tidligere Studier tydeligt nok fremgaar, at 
han forlængst har seet den indre Forbindelse, der finder Sted 
mellem disse metrislce Sætninger og de projektive, han forøvrigt 
studerede, saa kunne vi selvfølgelig ikke vente at finde nogen 
Antydning af en saadan Forbindelse i de nævnte Afhandlinger, 
hvis Læsere manglede de fornødne Forudsætninger. — Gergomie 
havde i 7de Aargang^*^) af Annalerne et Par Gange gjentaget sine 
tidligere Angreb paa den rene Geometri for dens Ufuldstændighed 
og hævdet Analysens Overlegenhed, idet han samtidig med sin 
elegante Behandling havde forstaaet at udlede lige naturlig og 
simpelt ad analytisk Vei Løsningerne af et Par Opgaver, der tid- 
ligere havde faaet en smuk rent geometrisk Behandling. Disse 
Yttringer gav Foncelet Anledning til at træde i Skranken for den 
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rene Geometri. Han udtaler sig i „Eéflexions sur Vnsage tleVana- 
lyse algébrique en géométrie eto."^'') i smigrende Udtryk om Gcrgon- 
ne's Evne i den analytiske Behandling og giver ham ogsaa Eet i 
hans Udtalelser om den rene Geometri, hvis derved kun skulde 
forstaaes „de Gamles, o: den der dyrkedes af Euklid, Apollonius, 
„Yieta, Fermat, Viviani, Halley 0. fl.", derimod ikke om man 
{med ham selv) ved den rene Geometri forstod „den, hvori man 
„afholder sig fra Brugen af Koordinaternes Methode eller overho- 
„vedet enhver Slags Kalkyl, som noget Øieblik lader tabe den 
„Figur, det gjælder, af Syne ; eller den nyere, hvori man betragter 
„Figuren som variabel og ved Hjælp af Begreberne „uendelig stor" 
„og „uendelig lideu" opdager de Relationer, der finder Sted mel- 
„lem deres Dele;'^) elier den, der ved Betragtninger over Rum- 
„figurer løser plangeometriske Problemer og i^en overferer Re- 
„sultaterne paa Rummet.'"') Om denne rene Geometri tror han, 
at den, behandlet „moins restraiiit", end man hidtil hav gjort, vil 
yde visse Klasser Problemer Løsninger, der vil staa over Analy- 
sens," saa fuldkommen end denne nu er". Dog er det ikke hans 
Mening, at den rationelle Geometri altid vil kunne maale sig med 
Analysen, men heller, som Dupin havde udtalt, at hver især har 
eiendommelige Fortrin. Et exklusivt Valg af den ene eller anden 
Freragangsmaade er ikke gavnlig. Og specielt betoner han Nytten 
af, „benyttende Analysens almindelige Principer, at give Geome- 
„triens Resultater ai den Udvidelse, som disse for det meste i sig 
„selv savne, og som væsentlig tilhører den første". 

Han ender med uden Deduktion at give en Del Exempler pa'B 
den Slags Problemer, hvorved den rene Geometris Løsninger synes 
at maatte gives Fortrinnet for dem, som Analysen skaffer, idet han 
hertil fornemlig vælger nogle af de Problemer om bevægelige Po- 
lygoner, som han med stor Omhu havde studeret alierede uoder 
sit Fangenskab. Vi hidsætte de første: 

„I et givet Keglesnit med Linealen alene at indskrive en 
„Polygon med m Spidser, hvis Sider, i Tilfælde forlængede, gaa 
„respektive gjennem et ligestort Antal Punkter, vilkaarlig givne i 
„Keglesnittets Plan", 
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,,0m et givet Keglesnit med Linealen alene at omskrive en 
„Polygon med m Sider, hvis Spidser respektive støtte sig paa et 
„ligestort AntaJ rette Linjer, vilkaarlig givne i Keglesnittets Plan". 

Han har, som han udtrykkelig siger, sammenstillet disse, uag- 
tet deres forskjellige Natur, „da, som man ved. Intet er lettere 
„end ved Hjælp af Theorien om Poler at gaa over fra Løsningen 
„af det ene til den af det andet". Disse og andre vanskelige 
Problemer behandles nu paa flere Maarfer ved iineale Konstruk- 
tioner. 

I sit Gjensvar^*) fastholder Gergonne for en Del sit Stand- 
punkt, men udtaler i smigrende Udtryk sit Haab om, at Poncelet 
snart vil tilfredsstille Læserens Nysgjerrighed efter at se, hvordan 
han er kommen ti! sine geniale og elegante Konstruktioner, „Jeg 
„vover at tro, siger han, at Forskjellen mellem vore Methoder aldrig 
„vil føde nogen anden Strid mellem os end Kappestriden til Viden- 
„skabens Fremme", Denne Tro skulde dog blive tilskamme. 

Endelig meddelte Poncelet endnu i samme Åargang en Artikel, 
betitlet: Solutions de problémes de Géométrie, mivis d'une tkéorie 
de polaires réciproques et de réflexions sur Vélimmation. 

Den nærmere Omtale af denne, der er det sidste, vi kjende 
fra hans Haand, inden hans „Essai sur les propriétés projectives 
des sections coniques" indleveredes til Institutet, opsætte vi til et 
følgende Kapitel, der omhandler Forholdet mellem Poncelefs Prin- 
cip om reciproke Polarer og l?e/"(/omie'sDualitetsprincip, det Emne, 
der kom til at forbitre de to Mathematikeres gjensidige Forhold, 
Idet vi ligeledes til samme Kapitel opsætter at omtale de videre 
Skridt i Udviklingen af Dualismens Principer, som de følgende 
Aargange af Annalerne vise, har vi ikke synderlig mere at tilføie, 
hvad Tidsrummet 3815 — 90 angaar. Dette har vist os, ved Siden 
af en kun lidet livlig Virksomhed i Journaierne, fortsatte Studier 
af Poncelet, af en Dybde og en UmiddeJbarhed, der stiller ham 
som Datidens ubetinget største Geometer. Kun lidet af dette of- 
fentliggjør han imidlertid, indtil han 1ste Mai 1820 til Académie 
des Sciences de Vinstitut indsender en omfangsrigere Afhandling, 
betitlet: „Essai sur les 2-ifopriétés projectives des sections coniques". 
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Denne Essai urlgjwr et første Udkast til „Tratte ^e-i ^ffl^mVe's 
projectives des tiffures", der udkom to Aar senere. Den er første 
Gang trykt i „AppIicatiODS".'") Den Rapport for Institutet, som 
Cauchy forfattede om den, er derimod velbekjendt og flere Gange 
trykt. ^^) Vi skulle i det Afsnit, der omhandler Kontinuitetsprinci- 
pet, nærmere behandle denne. Den ender med, trods en i det 
hele noget fornem og reservei-et Holdning, at anbefale Poncelet's 
Essai til Optagelse i „Receuil des savans étrangers". 

I det følgende Par Aar, indtil ^Traité des propr. proj." udkom- 
mer, vedbliver Poncelet fra Tid til anden at levere Bidrag ti! Ger- 
gonne's Annaler, hvor der efterhaanden igjen begynder en Diskus- 
sion af større Liv, der minder om Annalernes første Åargange. 
Nu, da Tiden for Poncelet's egentlige epokegjerende Fremtræden 
er umiddelbart forestaaende, har dog de Detaljer, som herved 
fremdrages, ikke den Interesse for os, som da man endnu var læn- 
gere tilbage i Udviklingen. Kun kan det være af Interesse at be- 
mærke, at Poncelet har Anledning til endnu engang at vise sin 
rene Geometris Overlegenhed over Gergonne's analytiske Betragt- 
ning. Poncelet's Arbeider i Annalerne i denne Tider kun følgende: 

Ilte Aargang p. 205 (forfattet i Forening med Bnanchon) : 
Recherches sur la determination d'uue hyperhoie équilatére au 
nioyen de quatre conditions données "). 

Samme Aarg. p. 317: Geometrisk Konstruktion af en Cirkel, 
som rører tre givne paa et Plan eller en Kugle etc.'*) 

1-Jte Aarg. p. 109: Bevis for Newtmi's Sats om Firkanter, 
omskrevne om et Keglesnit.**) 

13te Aarg. p. 233: Récherches diverses sur !e iieu des centres 
des sections coniques assujetties å quatre conditions, et solution 
de deux problémes proposes a la page 372 du Tome XI des ÅnnaJes.*'') 
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V. 

Den omtalte „Essai", med hvis Redaktion Poncelet allerede 
var ifærd i 1818,') skjønt den som nævnt først forelaa 1820, be- 
skjæftiger sig kuQ med Keglesnittene, som den behandler i 3 Ka- 
pitler : I. Notions préliminaires sur les cordes ou sécantes ideales 
des sections coniques; II. Des cordes ou sécantes ideales considérées 
dans le cas pariicuUer de la circonférence de cercle, og III. Princi- 
pes åe la doctrme des projections. Da de to første næsten ganske 
svare til lignende Afsnit i hans „Traité^^ og det tredie ogsaa fuld- 
stændig gaar op i samme, vi! der ikke være Grund til at betragte 
hver Afhandling særskildt Der bliver ogsaa under den følgende 
udførligere Behandling af det større Værk fuld Leiligbed til at 
omtale, hvad der maatte blive af særlig Vagt at anføre om det 
første. Det samme gjælder Cauchy's Rapport over „Essai", der 
vil blive at nævne ved de tilsvarende Hovedpunkter i „Traité". 

„Traité des propriétés projectives des /igures" af 1823 omfatter, 
som Titelen viser, meget mere end „Essai" og har de projektive 
Egensiaier i Almindelighed til Gjenstand. Dette Emne og det 
abstrakte Kriteriam paa saadanne Egenskaber var allerede Studie- 
gjenstand for Poncelet under hans Fangenskab og er allerede da 
betegnende for hans væsentlige Fremskridt fra Brianchon og de 
andre Forgjængere. 

Idet vi i de følgende Afsnit forbeholde os at gaa nærmere 
ind paa Enkelthederne i „Traité", skulle vi her foreløbig give en 
Oversigt over dens Inddeling og Indhold. 

Værkets fulde Titel lyder : „ Traité des propriétés projectives 
des fif/ures. Oiwrage ittile å ceux qui s''occiipent des applications 
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de la géométrie descripiive et d' operations géométriques sur le 
terrain".^) 

Efter et Forord paa et Par Sider, omhancllende Værkets Til- 
blivelse og elldrs knn indeholdende de for et Forord sædvanlige 
Reservationer, følger Aftryk af Cauchy's Rapport over „Essai". 
Slutningsordene i denne: „Vi finde saaledes denne Afhandling 
„værdig til Akademiets Approbation og vi vilde have foreslaaet at 
„optage den i Ueceuil des savans étrangers, hvis Forfatteren ikke 
„havde bestemt at lade den indgaa som Delaf et Værk, han har til 
„Hensigt at udgive om dette Emne", afgive tilstrækkelig Mo- 
tiv til at indføre den, som om den gjaldt „Traité". I Forordet 
siger Poneelct, at han har søgt at gjøre sig Rapportens Bemærk- 
ninger nyttige. 

Den egentlige Afhandling er delt i en Indledning, 4 Sections 
og et Supplement, Sektionerne igjen i Kapitler. 

Indledningen (Introdudion), begynder med at karakterisere 
Monge's Skole og det med denne vundne Fremskridt. Den Mon- 
ge'she Methode, hedder det, var en væsentlig „blandet", halv ren, 
halv algebraisk (overensstemmende med vor tidligere givne Karak- 
teristik"! og ikke altid saa direkte, som ønskelig; skjønt den derfor 
indeholdt store Fremskridt, stod dog meget tilbage at gjøre. Der- 
paa sammenhgnes Analysen og Synthesen, og den Fordel, som 
maatte søges opnaaet, angives nøiere. Den nye Methode, Forfat- 
teren selv foreslaar, betegnes som BrMg si „impliciP^ Ræsonnement, 
i Modsætning til det „expUcite, der hidtil alene er holdt for strengt". 
Denne Methode (Kontinuiletsprincipet) karakteriseres nærmere og 
der tages til Gjenmæle mod Cauchp's Rapport, idet der forbehol- 
des i „Traité" at kaste Lys over Principets Anvendelse. Dernæst 
gaar Forf, over til at omtale sit andet nye Princip, Projehtionen, 
hvoraf Trans versaltheorien kun var etKorrolar samt den eiendom- 
mehge Reliefprojektion. 

„At forøge den simple Geometris Hjelpemidler, at udvide Fo- 
„restillingerne og forbedre Sprogbrugen, der begge i det Hele 
„ere lidet udviklede, og nærme dem til hvad der haves i den 
„analytiske Geometri, at yde generelle Midler til at opdage og 
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„bevise ad let Vei tlen Klasse Egenskalier, som Figurerne besidde, 
„iiaar man betragter dem paa en rent abstralit Maade og uafhæn- 
„gigt af enbver absolut og bestemt Størrelse: det er fornemJig 
„Hensigten med dette Værk".^) 

Resten af Indledningen optages af en interessant historisk Af- 
handling, hvori han yder alle sine Forgjængere lige fra de Gamle 
til hans egne Samtidige Retfærdighed. Denne Historik hørte ganske 
vist til de første i sit Slags af saa udtømmende Beskaffenhed, 

Indledningens Af slutningsord ville vi hidsætte ordlydende: 
„D'ailleurs le but de l'ouvrage que nous raefctons au jour eit 
„d'offrir un tableau, sinon complet, du moins assez étendu, des 
„propriMs projeciwes; et nous saisirons toutes les occasions, 
„qui pourront a'offrir , de signaler les premiers inventeura, 
„Cet ouvrage sera done véritablement un exposé historique et 
„scientif.que de cetle branche interessante de la Géométrie. Nous 
„regrettons toutefois que le défaut d'espace ne nous permette pas 
„d'y faire entrer nos recherches relatives aux propriétésprojectives 
„des courbes géométriques des divers ordres, et nous oblige d'en 
„renvoyer la publication a une époque plus reeulée: cet ensemble, 
^plus complet, aurait montre quHl est peu de propriétés générales 
„de Vétendue qu^on ne puisse ramener dans le domaine de la simple 
„Géométrie, au moyen des ressources offertes, soit par la doctrine 
„des projections, soit par la loi de continuile" .*) 

Den første Sektion har til Overskrift: Trincipes généreaux. Den 
behandler den centrale Projektions almindelige Egenskaber, Krite- 
riet paa, at en metrisk Egenskab er projektiv, med Exempler paa 
Projektionens Anvendelser (Kap. 1), udvikler derpaa den nye og 
for det følgende betydningsfulde Theori om ideale Korder ved Keg- 
lesnit og kaster derunder Lys over forskjellige I'ænomeuer, der 
hidtil synes lidet forstaaede eller ganske upaaagtede, men som 
denne Theori fuldstændig forklarer. 

Theorien anvendes særlig paa Systemer af Cirkler gjennem fælles 
Shjæringspunkter og dettes orthogonale Cirhelsystem. Kontinuitets- 
priucipet benyttes hyppig og leder bl. a. til Antagelsen af den uen- 
delig fjerne rette Linje (Kap. 2). Fifter dernæst at være gaaet noget 
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nøiere ind paa Projektiouens fundamentale Principer, idet han bl. 
a. paany belyser Paradoxet om den uendelig fjerne rette Linje, 
undersøger han særlig Muligheden for ved Projektion at overføre 
et givet Keglesnit og en ret Linje i sammes Plan til en Cirkel og 
den uendelig fjerne rette Linje i sammes Plan, elier, hvad der er 
det samme. Muligheden for ved Projektion at overføre to vilkaarlige 
Keglesnit i samme Flan Ul to Girhler i samme Flan. I Forbin- 
delse hermed omtaler han Betydningen af det degenererede Keglesnit, 
hvad enten dette bestaar af to reelle eller to konjugeret-imagintere 
rette Linjer (Kap. 3). Sektionen ender med to Noter, hvori der 
indgaaes nærmere paa et Par Specialiteter. Den sidste af disse 
søger det geometriske Sted for de Punkter, hvorfra det er muligt 
at projicere et givet Keglesnit til et nyt af given Form (Assym- 
totvinkel) saaledes, at en given ret Linje i det givne Keglesnits Plan 
samtidig bliver den uendelig fjerne Linje i det nye Keglesnits Plan. 
Den søgte Flade findes at være en Torus. 

Anden Sektion har af Forfatteren faaet Titelen : Propriétés 
fondatnentales des lignes droites, des seettons coniques et des cercles.' 
Han viser først, idet han gjenoptager Carnots Transversaltheori, 
hvor særiig Projektionen er egnet for denne, da samtlige i denne 
forekommende Sætninger ere af direkte projektiv Natur. Trans- 
versaltheoriens Anvendelse saavel paa Polygoner (Kap. 1) som paa 
Keglesnit (Kap, 2) fremstiller han i en elegant og samlet Bearbei- 
deise, medtagende Alt, hvad der før kjendes og tilføiende nye 
Bidrag; paa dette Sted (Kap. 2} udvikler han sin Theori om reci- 
proke Polarer. Sektionen ender med en elementær Udvikling af 
Læren om Lighedseentrer for to Cirkler, med en indskudt Anven- 
delse paa det Apolloniske Berøringsprohlem, for hvilket han giver 
nye og mærkværdige lineale L,øsninger (Kap. 3). 

Medens anden Sektion til Betragtningerne over Lighedspunkter 
o. s. V. for to Cirkler føier en liden Udvidelse til lignende for to 
ligedannede og ensliggende Keglesnit, gaar tredie Sektion, der fører 
Titelen „Des systémes de sections coniques'% et mægtigt Skridt vi- 
dere. Ved Centralprojektion af de Cirkelsystemer, der betragtedes 
i forrige Sektion, føres Poncelet til Opstilling af sit Homologiprin- 
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cip, som saaledes fra første Haarid bliver ham et nyt projektivt 
Middel til Opdagelse af Kegles nits egens kåber, inen som han selv- 
følgelig opstiller i sin fulde Ålmiridelighed, Åf mere speciel Inter- 
esse er en liden indskudt Betragtning over Muligheden af at løse 
Imealt alle plane Problemer af 2den Grad, naar man har givet en 
i Planet tegnet Qrhel eller Vinkel af heste^nt Størrelse (Kap, 1). Be- 
tragtningerne over Homologiprincipets Natur leder ham ind paa 
en udtømmende Diskussion af en Række Forhold vedrørende to 
Keglesnits fælles Sekanter — og Fællestangenters Skjærmgspunk- 
ter — samt deres Skjæringspunkter — Forbindelseslinjer. Han 
beviser rent geometrisk, stadig benyttende Kontinuitetsprincipet, 
at to Keglesnits Fællessekanter i det mindste har ét reelt SkJÆrings- 
punkt o. s. V. samt udvikler videre en i Sektion 1 Kap. 3 opstillet 
Theori om et Slags reciproke Punkter, hvoraf der gjøres vigtige 
Anvendelser, der berøre Læren om den dobbelte Uendelighed af 
Keglesnit gjennem 3 givne Punkter (Kap. 2). Endelig anvendes de 
vundne Resultater paa en dybtgaaende Behandling af det særskildte 
Tilfælde, naar to Keglesnit have dobbelt Kontakt. Her løses en 
Mængde Problemer, idet saamange som mulig reduceres til lineale 
Konstruktioner (Kap, 3). 

Fjerde Sektion fører Overskriften : Des angles et des polygones. 
De metriske Relationer om Vinkler og Brændpunkter, som heri først 
udvikles, høre til de interessanteste Anvendelser af Projektions- og 
Homologiprincipet. Her optræder den vigtige Theori om de to 
uendelig fjerne imaginære „Cirhelpunkter'\ hvorved alleslags me- 
triska Egenskaber kunne overføres til projektive. Man kan vist- 
nok betragte de paradoxale Egenskaber ved Cirkelassymtoterne som 
en af de smukkeste Følger af Kontinuitetsprincipet. Blandt den 
Mængde elegante Udviklinger i d^tte Parti (Kap, 1) kan nævnes 
hans Udledning af den sædvanlige Konstruktion (ved Hjælp af den 
ligesidede Hyperbel) af Normalerne fra et Punkt til et Keglesnit. 
Et fra dette Emne helt forskjelligt er det næste om bevægelige 
Polygoner, beskrevne i eller om andre Polygomer ell&r Keglesnit, et 
Stof, som vi erindre, dannede et af Udgangspunkterne for hans 
hele Studieretning. Der gjenlindes ogsaa mangt, der minder om 
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hans førnævnte Arbeider, i det betræffende Afsnit (Kap. 2). Under- 
søgelserne udstrækkes dog yderligere til det Tilfælde, at de Kurver, 
hvorpaa Folygonerne glide, er af kølere Orden, eller at Folygoneme 
selv ere wnderhastede andre Betingelser (have visse Vinkler kon- 
stante). (Kap. 3), 

Hermed ender den egentlige Del af Værket; men af stor Be- 
tydning er endnu det indholdsrige „Supplement sur les propriétés 
projectives des frgures dans Vespace", der uden nærmere Hovedind- 
deling behandler Romologiprincipets Udvidelse fra Planet til Rum- 
met, en Generalisation, der forøvrigt i sig selv er meget let og 
nærliggende, men hvorunder ikke destomindre en stor Mængde 
nye Sætninger opstilles. Navnlig gjøres Andengradstiadernes saavel 
deskriptive som metriske Egenskaber til Gjenstand for Undersø- 
gelse. At herunder det uendelig fjerne Plan og den i samme fore- 
kommende imaginære Kugleeirlcel her første Gang optræde, kan 
mærkes, ligesom at endog Krumningstheorien viser sig at ligge 
indenfor Methodens Rækkevidde. Fremstillingen er i Supplementet 
selvfølgelig adskillig mere kortfattet end i Hoveddelen af Værket. 

Vi have her i Korthed givet en Over.sigt over Inddeling og 
Indhold i dette Værk, hvoraf hver Side indeholder nyt, enten i 
Stof eller i Fremstilling og Udvikling, og som uagtet sit bety- 
delige Omfang (XLVI + 427 Kvart-Sider med tolv Figurplancher) 
dog bragte en selv for dette Omfang ganske usædvanlig Mængde 
Stof. Siden Carnofs Géométrie de position var intet udgivet, der 
i denne Henseende kom op imod Poncelet's Bog, men medens 
Carnofs Værk saa ofte spreder og individualiserer, er PonceleVs 
Bestræbelse overalt rettet paa at samle, at generalisere. Allerede 
Bogens Motto udtaler dette. Det er et Citat af Dupin:^) 

„Il semble que, dans l'état actuel des sciences mathématiques, 
„le seu! moyen d'empéeher que leur domaine ne deviennetrop vaate 
„pour notre intelligence, c' est generaliser deplus en plus lesthéories 
„que ces sciences embrassent, afin qu'un petit nombre de véritéa 
„générales et féeondes soit, dans Ta tete des honimes, l'expression 
„abrégée de la plus grande varieté de faits particuliers", — Det 
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ér rued flette Maal for Øie, Toncelet uflvikler disse aimindelige 
Methoder og Theorier, hvoraf hele den da bekjendte Keglesnits- 
theori og en Mængde andre bekjendte eller nye Kjendsgjerninger 
flyde som lette og direkte KoroUarer, eller hvorved ofte de mest 
forskjellige Fænomener for Læserens Øie bogstavelig projiceres til 
at falde sammen som identiske. 

Vi ville i det følgende noget nølere hetragte disse Methoder 
og Theorier enkeltvis og sffge at belyse saavel kritisk som historisk 
deres Betydning for det nye og de senere Standpunkter. 
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VI. 

Som det Fundament, hvovpaa i „Traitc" alle FonceUt's Be- 
tragtninger hvile, som etPrincip, hvoraf han fra Tid til anden atter 
henter ny Kraft, saaledes at det stadig findes flettet ind i alle 
Værkets saavel enkelte Dele som samlede Vuer, ville vi da først 
tage hans Kontinmtetsprincip for OB, Hertil have vi saa meget 
mere Grund, som Poncelet selv i sin Indledning først opstiller dette 
smn en nødvendig Forudsætning, uden hvilken den rene Geometri 
ikke han behandles med tUstrælckeUg Almindelighed. Det er saa- 
ledes først dette Princip, der giver selve Projektionen dens største 
Styrke. 

Med hvilken Ret tillægge vi Poncelet fremfor andre Æren for 
at have opstillet dette Princip? Som vi før have yttret, ligger 
det i Sagens Natur, at Analytikerne længe have henyttet lignende 
Forestillinger, og Monge har ved at behandle visse enkelte Pro- 
hlemer^) gjort Anvendelse af selv Overgange svarende til Ponceiei's 
fra reelt til „ideeli". 

Vi have videre omtalt Carnot's endnu mere indgaaende Ide 
om de korrelative Figurer, samt paavist Udtalelser af Dupin, der 
pege i lignende Retning,^) Naar vi ikke destomindre tilskrive 
Poneelet Æren for Frineipet som saadant, sker dette først, fordi 
det af ingen tidligere end af ham er opstillet som enuomgjængelig 
fornøden Forudsætning for al Geometri, fordi det altsaa virkelig 
som Princip i hele sin Vidde først er udtalt af ham og af ham 
givet eu fuldt udstrakt Anvendelse. Herom hærer, som nævnt, hans 
Værk Vidnesbyrd i alle sine enkelte Dele og et hvilketsomhelst 
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af nogen af hans Forgjængere skrevet Værk vil, lagt ved Siden af 
det, i den Henseende vise den mest paafaidende Kontrast. DernÆst 
have vi fuld Bekræftelse paa Rigtigheden af vor Dom i Datidens 
Bedømmelse af hans nye Princip sammenlignet med Nutidens. Iagt- 
tagelsen heraf viser, at Kontinuitetens Lov som geometrisk Red- 
skab endog blot for leilighedsvis Brug, kun var erkjendt af de 
færreste, og af den store Flerhed, med betydelige Mænd i Spidsen, 
betragtedes med stor Mistænksomhed eller rent ud forkastedes. 
Nu erkjendes, som bekjendt, Kontinuitetsprincipet i det Hele saa- 
ledes, som det opfattedes og anvendtes af Poncelet, som evident.^) 

Hermed have vi betegnet vort fra Ckasles^) (og tildels, formo- 
dentlig efter ham, Hankeiy) forskjellige Standpunkt, idet disse 
efter vor Mening tillægge Monge eller den hele Skole formeget af 
selve Frincipet, hvor vi kun finde leilighedsvis Anvendelse af Be- 
tragtninger, hvis Konsekventser vistnok vilde føre til samme, men 
som det dog forbeholdtes Poncelet at se og drage. 

Studiet af Kontinuitetsprincipet, som dette foreligger hos Pon- 
celet, sker naturligst, idet man følger Forfatterens Udvikling. 

Det var Bestræbelserne for at give den rene Geometris Resul- 
tater Analysens Almindelighed, der allerede i Saratov bragte Pon- 
celet til efter Overveielse af, hvor egentlig Mangelen laa, at op- 
stille som nyt geometrisk Åxiom de deskriptive Egenskabers Kon- 
tinuitet „et Princip" siger han i en af sine ældste Udarbeidelser 
fra 1813*) „der stiltiende er antaget af mange Geometere, men 

„hidtil ikke bevist eller explicit, exakt opstillet Det er 

„denne Analysens store Almindelighed, den man under de samme 
„Omstændigheder ogsaa bør kunne forskaffe de geometriske Bevi- 
„ser, der har retfærdiggjort denne Tale ora Analysens Overlegenhed. 
„Det synes som om man ikke har godtgjort tilstrækkelig denne 

„Overlegenhed De første Geometere, som have anvendt 

„Analysen, og blandt åfixaNeivton selv, have altid sørget for at lade 
„hvert analytisk Bevis følges af et synthetisk " 

„I Løbet af en Regning" siger han „hænder det ofte, at visse 
„Udtryk, som indgaa implicit deri, blive Nul, uendelig store, ima- 
„ginære, eller antage enhver anden Form: man fortsætte^' Eegnin- 
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„gen uden at tvivle og hommer til en ligning, som heller ikke efier- 
„lader Spor af TvivV) Gangen i Operationerne, som ikke er an- 
„det end et stiltiende Ræsonnement, er da støttet paa Betragtnin- 
„ger af uendelige, af imaginære, etc. Størrelser, og dog ere alle 
„Konsekventser rigtige". 

„Det forholder sig ikke saa med den vanlige Geometri, efter- 
„som nemlig alle Ræsonnementer, alle Konsekventser kun kunne 
„vurderes og tilegnes, saalæoge de tale tilludbildningskraften gjen- 
„nem synlige Midler, medens Ræsonnementet ophører, saasnart 
„disse Midler mangle". 

Vi skulle tillade os et Par Bemærkninger: Det her citerede 
navnlig den ovenfor af os udhævede Sætning, der saa tydeligbærer 
Præg af at tilhøre Tiden før de Gaucky-AheVske Undersøgelser af 
Algebraens Fundamenter, kunde lade befrygte, at Poncelet vilde 
kunne udstrække sit Kontinuitetsprincip ogsaa til Felter eller en- 
kelte Tilfælde, hvor det mulig ikke længer havde Gyldighed, Men 
alle de Anvendelser, han baade her (hvor han endog udtrykkelig 
udtaler det indskrænket til deskriptive Egenskaber) og andensteds 
gjør, synes at vise, at denne almindelige Tyen til den algebraiske 
Kontinuitet, der dengang, som bekjendt, endnu ikke var fuldt be- 
grundet, ikke af PonceUt nogensinde, eller endog fra først af, var 
tænkt betonet ud over sin Grænse. Imidlertid finde vi paa den 
anden Side beller ikke noget senere Sted hos Poncelet, hvor han 
formulerer nogen bestemt Grænse for sit Princip, De Anvendel- 
ser, han overalt gjør deraf, er vort eneste Maal derfor, 

Skjønt dernæst Poncelet paa dette Sted ikke just udtaler Or- 
det Axiom, viser den bele Forbindelse, som det forekommer os, at 
Principet her i Virkeligheden er opstillet som et aaadant, hvis 
Begrundelse ikke ligger indenfor Geometriens egen Sfære, men som 
egentlig staar der laant fuldt færdigt fra Algebraen. 

Dette Standpunkt. betegner ogsaa hans ufuldendte Afhandling 
som han havde tiltænkt Videnskabsakademiet i St. Petersburg. I 
denne forekommer netop Ord til andet de samme af os her gen- 
givne Betragtninger.') De fastslaa saaledes med Vægt denne Op- 
fatning, som hans vel bevidste Standpunkt i 1813 — 14. 
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I 1816 Og de følgende Aar tog Ponceld sig fore, som engang 
før omtalt, at underkaste Kontinuitetsprincipet en nøiagtig Gransk- 
ning. Resultaterne heraf foreligge i de to vidløftige Studier: „Sur 
la loi des signes de position en géométrie, la loi et le prindpe de 
continuité"^) fra I&IG— 17 og „Considérations pkilosophiques et tech- 
nic[ues sur le prindpe de continuité dans les lois géomékiques"-^% 
der udarbeidedés i 1818 — 19, samt endelig i en omtrent samtidig 
BrevvexUng med Terquem, Servois og Brianchon. 

Resultatet af den første af de to Afhandlinger, der indeholder 
en Række energiske Detaljundersøgelser, som dog paa enkelte Steder 
røbe Ensidighcd,^^) kao betegnes ved, at han 

1) lader Spørgsmaaiet om Tegnene, og dermed om Kontinuiteten 
paa det reelle Omraade, staa baseret paa rent geometriske Un- 
dersøgelser, altsaa om man vil, bunde i den Egenskab ved 
Rummet (Planet) at tillade kontinuerlig Bevægelse og Foran- 
dring af Figurer (dets „Sammenhæng"), medens han 

2) i Virkeligheden er nødt ti! at tage algebraiske Forestillinger 
til Hjælp, hvor Talen er om Overgang til og igjennem imagi- 
nært. Dette bliver altsaa dog egenthg axiomatish. Endelig 
kan det mærkes, at han 

3) udstrækker Kontinuiteten til allesiags metriske Egenskaber, 
tilsyneladende uden Indskrænkning; men da hans Paastand 
lyder, at alle metriske Egenskaber lade sig reducere til de 
simple, som han i det Foregaaende har undersøgt (de vanlige 
elementære), saa er der i Virkeligheden en betydelig Indskrænk- 
ning tilstede. 

„Considérations pkilosophiques" er langt klarere og vil frem- 
deles kunne læses med Interesse, Den deler Korrelationen (som 
man ser, i en udvidet Carnot'sk Betydning) i 3 Arter, direkte, hvor 
Ordenen mellem de korrelative Figurers Stykker ikke er ændret, 
invers, hvor den er ændret, og ideal, hvor visse Afstande eller Dele 
af Figuren ved Overgang til Imaginaritet er blevne inkonstruktible. 
Den sidste vil aabenbart ikke finde Sted uden, naar der optræder 
Kurver (eller Betingelser) af iJden eller høiere Grad. Monge næv- 
nes som den, der første Gang, men kun i enkelt Tilfælde og det „en 
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„taciiemenP^) s'appuyant surcette coiiséquencegéiiérale de l'Analyse 
„des eoordonnées; que les relations appartenant å une certaine Høure 
„demeurent, dans leur forme expUcite appUcabtes å toutes les situa- 
tions possibles de cette figure'^ har givet et Par geometriske Sæt- 
ninger den hele Udvidelse, de kunne underliastes. — Her'*) udtaler 
Ponceht endvidere: „Il est visible que pour le cos aduel, la Géo- 
„métrie pure ne posséde en elle-méme aucun prindpe qui permette 
„d'étenåre ainsi, d priori, les conséquences de ces conceptions naiur- 
„ellement limitées^^. For ideale korrelative Figurer paakalder han 
altsaa en fra Algebraen hentet Sandhed som nyt geometrisli Åxiom; 
dette sker her langt tydeligere end i den forrige Afhandling og 
Ordet Åxiom forekommer ogsaa brugt etsteds senere.'*) 

F.n kort og exakt Udtale af Principet selv have vi dog kun 
fundet ét Sted,'*) hvor det i Forbigaaende hedder: „Le prindpe 
„de conttnuité eonstste en ce que les propriétés métriques ou descrip ■ 
stives d'tme figure donnée demeurent applicables, sauf les faria- 
„tions des signes et de position des parties, å toutes les figures 
„corrélatives définies d'aprés Vart. 6". (De tre ovennævnte Arter). 

Som Exsmpel paa Kontinuitetens Brug ved ideale korrelative 
Figurer skulle vi anføre det, Foncelet hyppigst bruger,") og dette 
saa meget heller, som det just er det ene af de Exerapler, vi har 
nævnt, som skyldes Monge. 

Naar man har givet en Sdeti Grads Flade og en vilkaarlig ret 
Linje iEummet, kan man gjennem den retteLinje, ifald denne mang- 
ler reel Skjæriiig med Fladen, lægge to Planer tangerende samme i 
to reelle Punkter M og JV. Man ser direkte^ at enhver Tangent- 
kegle, hvis Spids S glider paa den givne rette Linje har sin Tan- 
geringskurves Plan svingende om Sekanten MN. 

Lægges nu et Plan gjennem den givne rette Linje skjærende 
1) Fladen, 2) Tangentkeglen fia S, 3) Tangeringskurvens Plan og 
4) Linjen MN, i et System af 1) et Keglesnit, 2) to Tangenter fra 
det bevægelige Punkt S, 3) iS"s Polare og 4) et fast Funkt paa 
samme, har man den bekjendte plane Sætning: 

Naar et Punkt S glider paa en ret Linje, vil dets Polare med 
', til et givet Keglesnit dreie sig om et fast Punkt. 
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Denne Sætning er her aabenbart, saalætige Kontinuitetspriii- 
cipet ikke antages, kun bevifjt for det Tilfælde, at den rette Linje 
ikke har reel Skjæring meÆ Keglesnittet, da den i modsat Fald ikke 
kan tilbageføres til den ovenviste Rumbetragtning.'') Antages der- 
imod Kontimiitetsprincipet, da er Sætningen hermed ogsaa godtgjort 
for det nævnte Tilfælde, idet Systemet af eu 2den Grads Flade og 
en ret Linje, der skjærer samme reelt, danner en idealt korrelativ 
Figur med den oprindelig givne. Hermed har altsaa den rene 
Geometri erholdt et Middel til lige let som Analysen at kunne 
slutte til sine Sætningers Almindelighed. 

De iøinespringende Fordele, som opnaaes ved Kontimiitets- 
principet, idet den rene Geometri ved dettes Hjælp faar sine Regler 
om Kurvers Skjæring o. s, v. almengyldige — et Keglesnit skjærer 
enhver ret Linje i dets Plan i to Punkter, der efter Omstændighe- 
derne ere reelle, sammenfaldende eller imaginære o. s. v. — afgive 
yderligere Exempler i mængdevis. 

For at gjøre denne Almengyldighed aldeles fuldstændig, var 
det imidlertid endnu nødvendigt at undersøge et Tilfælde, der i 
Virkeligheden gav den rene Geometris Lethed i at danne sit Be- 
greb en vis Overlegenhed over Analysen, der ber blev den, der 
fik ny Lærdom, nemlig det, hvori Punkter i et af de korrelctive 
Systemer falde uendelig fjei'nt. Dette behandler Poncclef i samme 
Afhandling og hertil referere sig visse Yttringer i hans „Traité""*), 
hvor han ikke udfører sin Ide i Detalj. 

Et konsekvent Kontinuitetsprincip lader Loven om, at to rette 
Linjer i samme Plan skjære hinanden i ét Punkt, gjælde ogsaa for 
to parallele Linjer, der saaledes faar et fælles uendelig fjernt Punht. 

Euklids Postulat i Forbindelse hermed leder til den paradoxale 
Antagelse, der ikke destomindre bliver af største Vigtighed, at en- 
hver ret Linje hun har ét uendelig fjernt Punkt. 

At det geometriske Sted for alle de uendelig fjerne Punkter i 
samme Plan er en ret Linje, er dels en Konsekventse heraf (da 
en vilkaarljg ret Linje lain skjærer samme i et eneste Punkt) dels 
en Følge af Kontinuitetsprincipet anvendt paa Sætningen, at to 
Planer skjærer hinanden i en ret Linje, idet man tænker sig de 
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to Planer parallele. Endelig ieder analoge Ræsonnementei- til Pa- 
radoxet om det uendelig fjerne Flan i Bummet}") 

Vi ville ikke her yderligere indgaa paa Afhandlingens Detaljer,. 
Paa sit Sted skal et Par af dens Resultater meddeles; her kan 
det være nok at nævne, at Undersøgelserne pege i Retning af den 
moderne, der veier de høiere Kontakters Væsen. Og hermed er 
det ogsaa antydet, at den saakaldte Antahgeometri („ahsahUnde 
Geom"), som vi skulle se, en af Kontinuitetsprindpets Konsekventser, 
her har et af sine ældste Forarheider. 

Af den omtalte Brevvexling mellem Foncelet og nogle af hans 
Venner, hvem han sendte et Par af sine Arbejder, deriblandt den 
just refererede Åfhandiing, ville vi notere et Par nævneværdige Ting. 

Det første Brev til Terquem indeholder den hedste og konci- 
seste Udtale'") af Kontinuitetsprincipetsaaledes, som det formedes 
af Foncelet, som vi har fundet af ham; det lyder: 

„ZpC principe de la coniinuUé consiste en ce que, si Von con^oU 
„gu'ttne figure donnée vienne å changer de situation par un mouve- 
„ment progressif et continu des parties dont elle se compose, sans 
„cependant violer la liaison et la dépendance primitivemeni établies 
„entre elles, les relations ou propriétés métriques gui concemaient 
„la figure dans la situation premiere demeurent appUcables, dans leur 
„forme géttérale, å toutes les ^gu/res dérivées, sans autre changement 
„que celui des denominations simples plus et moins qui peuvent 
„s'intervertir entre elles dans ces relations. Quant aux relations 
„purement graphiques ou descriptives qui cancerne la figure primi- 
„tive, elles demeurent applicables å toutes les figures dérivées sans 
„autres modiåeations que celles survenues dans la situation respective 
„des lignes". 

Denne Udtale med den karakteristiske Vaghed, som Foncelet, 
som før nævnt, i det Hele maa siges at give sin Formulering af 
Principet, idet det omtales som gjældende alle geometriske Egen- 
skaber uden Indskrænkning, møder om ikke just nogen Indsi- 
gelse fra Terquem og Servois saa dog en Interpellation, der ved at 
minde om det transcendenle Gebet, kunde have givet Foncelet kn- 
ledning til en Pieservation. I sit Svar giver han dog ingen saadan, 
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uden at vi desuagtet tør opstille den Paastand, at han i Virkelig- 
heden nærede den ubegrændsede Tillid til sit Princip, som det nok 
kunde ligge nær at slutte heraf. 

„Essai'\ Poncelet's næste Arbeide, forudsætter egentlig „Con- 
sidérations philosophiques''^ . Forhindret fra at følge sine Venners 
Raad, at udgive begge sanamen, under Titel: „Nouvelles propriétés 
„des courhes, précédées de considérations sur le principe de la 
„contiuuité dans la Géométrie", besluttede han at fremlægge „Essai" 
alene. Saaledes kom hans Princip for første Gang frem for Of- 
fentligheden uden nogen synderlig Klargjørelse af dets Væsen, og 
paa en Tid, da en Række algebraiske Kjendsgjerningers svage Fun- 
daraentering netop var opdaget af den samme, der fik Foncelefs 
Afhandling til Bedømmelse. 

Paa første Sted i „Essai", hvor „la loi de coM(i«Mife'" citeres^^) 
har Ordet en noget anden Betydning, end den, hvori Poncelet el- 
lers benytter det, idet det slet ikke gjælderat udstrække en Egen- 
skab til en korrelativ Figur, men derimod Anvendelse af en anden 
Art Kontinuitet, den nemlig, der af Tilværelsen af to Tilfælde, ét, 
hvori ^ > -B, og ét, hvori B> A, idet ^ og .B begge ere abso- 
luts Længder, der afhænge reelt kontinuerlig af en tredie uafhæn- 
gig Variabel, slutter til et Mellemtilfælde, hvori A = B. Skjønt 
Brugen af dette RæsBomement pai betræffende Sted er evident 
nok, er det ikke umuligt, at Forskjelligartetheden mellem det, som 
her benævnes „loi de eontinuité" og det, som siden i Afhandlingen 
i den vanlige Betydning kaldes „principe de continuité", uagtet 
tydeligvis begge Slags Kontinuitet for Poncelet er udsprunget af én 
og samme Erkjendelse, til hvilken de ogsaa kunne tilbageføres, 
har bidraget til at skjærpe Dommen i Cauchy's Rapport, over det 
hele Princip. 

Denne faldt streng. Vi hidsætte af Rapporten, der er under- 
tegnet, foruden af Cauchy, af Poisson og Arago, det, der omhand- 
ler nærværende Gjenstand:^^) 

„Outre la considération des projections centrales M. Poncelet 
„emploie encore, dans son Mémoire, ce qu'il appelle le principe de 
T,la continuité. L'admission de ce principe en Géométrie consiste 
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„k supposer que, dans !e cas ou une figure composée d'un systéme 
„de lignes droites ou courbes conserve constamment certainespro- 
„priétés. tandis que les dimensions abaolues ou relatives de ces 
„diverses parties varie d'une maniére quelconque entre certaines 
„limites, ces mémes propriétés subsistent nécessaireraent lorsqu'on 
„fait sovtir les dimensioos dont il s'agit des limites entre lesquel- 
„les on les supposait d'abord renfermées; et que si quelques par- 
„ties de la figure disparalssent dans la seconde hypothése, celles 
„qui restent jouissent encore, les unes a Tégard des autres, dos 
„propriétés qu'elles avaient dans la figure primitive. Ce principe 
„n'est, å proprement parler, qu'une forte induction, a l'aide de 
„laquelle on étend des théorémes établis, d'abord k la faveur de 
„certaines restri etions, aux cas ou ces mémes restrictions o'existent 
„plus. Étaut appliqué aux courbes du second degré, il a conduit 
„l'auteur å des resultats esacts. Néanmoins, nons pensons qu'il 
„ne saurait étre admis généralement et appliqué indistinctement 
„il toutes sortes de questions en Géométrie, ni méme en Analyse. 
„En lui accordant trop de confiaiiee, on pourrait tomber queique- 
„fois dans des erreurs manifestes. On sait, par exemple, que, dans 
„la determination des integrales définies, et par suite, dans l'eva- 
„luations du longueurs, des surfaces et des volumes, on rencontre 
„un grand nombre de formules qui ne sont vraies qu'autant que 
„les Valeurs des quantités queUes renferment restent comprises 
„entre certaines limites". 

Denne Dom fra Datidens indflydelsesrigeste Mathematiker i 
Frankrig maatte nødvendigvis blive af stor Betydning for Poncelet 
og hans Princip. Gergonne, der trods sin tidligere viste syntheti- 
ske Behandling af PascaVs og Brianchon's Sætninger siden") var 
gaaet tilbage til den Kjendsgjeming, at Monge's Bevis ikke strak 
til for alle Tilfælde og derfor, „foretrak Analysen" istedetfor som 
Poncelet at paakalde Kontinuiteten ti! Fordel for den rene Geo- 
metri, og Durrande, der forskjellig fra begge søgte at fylde Laku- 
nen i det Monge'she Bevis ad Euklidisk Vei, tog begge Gaucky^s 
Udtalelse til Indtægt. Fcrgjæves fremlagde Poncelet^'') (1821) i 
Société des Lettres, Sciences et Arts de Metz sin Afhandling „Con- 
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sidérations philosophiques", I Mødet synes Cauchy selv at liave 
været tilstede og have taget til Gjenmæle paa en saadaii Maade, 
at Poncelet „maatte renoncere paa at gjøre sine Heers Maal og 
„Tendentser begribelige, i'ør ban fik udgivet sine geometriske Un- 
„Jersøgelser 1 deres Helhed". 

Endelig søgte Poncelet at møde Indvendingerne mod sin Ide 
ved Udgivelsen af „Traité", Vi tør ikke sige, at dette ganske er 
lykkes ham, da han ligesaalidt her som tidligere begrændaer sit 
Princip. Dog har han 1 Indledningen ved at lægge Vægten paa 
Analysens implicite Ræssonnement og hævde den rene Geometris 
Ret til et dermed analogt Hjælpemiddel netop fremdraget det fun- 
damentale i Principets rationelle Begrundelse. Og paa den anden 
Side synes det os, som om han ved Siden af sin Imødegaaelse af 
Cauchy her viser en større Forsigtighed end tidligere: „mon objet 
„n'y (o: i „Traité") est point de démontrer ce principe, eneore 
„moins d'en adopter sans reserve toutesies conséquences; je veux 
„seulement fixer l'altention des géométres sur son utilité.^^)" 

Medens vi finde, at FonceJet ikke engang forsvarer sig overfor 
Hovedindvendingen mod at hævde sit Princip i altfor vid Udstræk- 
ning, maa vi fuldstændig godkjende hans Ret til Protest mod 
Caucky's Ord „une forte induction", forsaavidt disse gjæide de 
Anvendelser, der i „Essai" foreligge: Analogien og Inductionen, 
siger han, slutte fra det specielle til det almindelige, fra en Række 
isolerede Fakta, uden nødvendig Sammenhæng, til et almindeligt 
og konstant Faktum; Kontinuitetens Lov vil derimod, afc man gaar 
ud fra „un etat general et en quelque sorte indéterminé du sy- 
„stéme, e'est a dire tel, que les conditions que le régissent ne 
„soient jamais remplacées par des conditions plus générales encore." 

Foruden i Ordet „induction" har Cauchy ogsaa ellers valgt 
Udtryk, der lader det synes en Tilfældighed, at de Sætninger, Pon- 
celet har fundet i sin „Essai" ved Kontinuitetsprincipets Hjælp, 
alle ere rigtige „Étaut appliqué aux courbes du second dégré, il a 
conduit l'auteur å des resultats exacts". Vi tro, at udtale Caucky's 
Mening, naar vi som Dommens Hovedindhold betegne, at det saa- 
hdlåte „Prmcip" var en nyttig Induktion, hvorved man hunde ledes 
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paa et rigtigt Spor, men at de Resultater, kvottil man førtes maattc 
bevises ad anden Vei. Denne Meniag alene, synes det os, forklarer, 
at Cauchy ikke engang anstiller nogen Betragtning over Grunden 
til, at Principet har ledet Forfatteren til rigtige Resultater paa 
hans be^rændsede Omraade. En saatJan Undersøgelse vilde efter 
vor Mening have ophøiet „Induktionen" til „Princip" og fjernet 
Frygten for at se den anvendt paa Egenskaber, hvor de bestemte 
Ingraler spille Rolle. 

Men en saadan Undersøgelse foretog heller ikke Poncelet, om 
han end i Løbet af sin „Traité" ofte nok forlod Keglesnittenes Sfære 
og af sit Princip lod sig lede til exakte Resultater baade for alge- 
braiske Kurver i Almindelighed og i Runamets Geometri, hvilket 
alt dog ikke gjorde Cauchy mere modtagelig end, at han flere Aar 
efter, i en ny Rapport over et Arbeide &l _ Poncelet, simpelthen 
henviser til sin tidligere Udtalelse om Kontinuiteten, 

Som vi have seet, er altsaa Foncelets Standpunkt i „Traité" 
det at henstille Kontinuitetsprincipet til Observation, idet han, frem- 
for at søge at begrunde (eller begrændse) det, foretrækker at lade 
det glimre i den Anvendelse deraf, som egentlig den hele „Traité" 
fra føist tii sidst udgjør. 

Der er et berømt Ord af d'' Ålembert'^''), der kan nævnes som 
Motto for hin sorgløse Tryghed, hvormed man regnede videre, som 
er saa vel karakteriseret ved det Citat fra et ai Poncelets første 
Arbeider, som vi have udhævet i Begyndelsen af dette Kapitel. 

Dette Ord lød: „Alles en avanf et la foi vous viendra". Der 
er ingen Tvivl om at denne Mttxime i sin Tid har været Viden- 
skaben til Gavn og laant den Vinger. Vi tro at kunne henregne 
Poncelets Kontinuitetsprincip blandt de Veigjerninger, som den har 
skjænket Mathematikerne. I den største Modsætning til denne 
Retning var det, Cauchy traadte op. Han saa Brøst i Fundamen- 
teringen af saa mangen fastslaaet Kjendsgjerning; en af hans For- 
tjenester blev det at pege paa disse og kræve nye og solidere Ræs- 
sonnementer. For dette vide vi ham og hans store Medarbeider 
i de samme Bestræbelser, vor Abel, en aitid levende Tak. Men 
Frygten for en usolid Grundvold kan hemme Fremskridtet, og det 
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er en Kjendsgjerning, at en ensidig og ikke tilstrækkelig dyb Ret- 
ning begyndte at gjøre Formisætninger om Forekomsten af de 
mest paradoxale Singulariteter ved algehraishe Kurver^'''), hvoraf 
saaatsige overtroiske Levoioger, som Antagelse af pludselige Stoppe- 
punkter, „Vinkelpunkter" o. L. paa algebraiske Kurver, hist og her 
kUDoe findes i Bøger endnu i vore Dage^^). Sammenlignet med 
saadanne sygelige Eftervirkninger af en for vidt dreven Mistro fore- 
kommer „Kontinuitetsprincipet" os, endog med Faren for en enkelt 
Overdrivelse, saaledes som den mulig var tilstede i Poncelets ikke 
nok begrændsede Form, en sund og livskraftig Retning, Som 
saadan har det ogsaa sikkert og snart vundet Seir og i sin be- 
grændsede Skikkelse, som, hvad vi ville kalde „det algébraislce Kon- 
tinuitetsprincip", er det nu af alle erkjendt som evident. 

Bet algehraishe Kontinmtetsprincip bestaar efter vor Mening i, 
paa geometriske Figurer, hvis Egensliaher lade sig udtryhhe 
ved Forbindelser af algehraishe Ligninger, at anvende 
Forestillinger og Terminologi hentet fra selve Læren om Ligninger, 
med andre Ord: uden at anvende selve det analytiske Begneapparat, 
ai ihlæde det geometriske Spørgsmaal, hvorom der handles, den Ka- 
rakter, det vilde have, om det blev behandlet analytisli. 

En Konsekventse af dette Princip, hvis Udtale er valgt saa- 
ledes, at det uden videreer mtie«^, og saaledes, at dets Anvendelse, 
netop som det ligger i Sagens Natur, udkræver en Grad af For- 
trolighed med de analytiske Former og specielt Egenskaberne ved 
den algebraiske Ligning, er da først den Kontinuitet, der, støttet 
til det implicite Ræssonnement, som i Analysens Bogstavformler 
paa det af os begrændsede Omraade ikke henser til Størrelsens 
Natur, men f. Ex. medfører, at en algebraisk Lignings Rødder 
har de samme Egenskaber, hvad enten de ere reelle eller imagi- 
nære o. s. v., bevarer en vis Egenskab for et defineret System over 
hele det Felt for Systemets Deformation, smn de givne Betingelser 
indrømme, hvad enten visse Fartier af Figuren under dens Defor- 
mation blive inkonstruktible — o: imaginære — eller ei. 

Denne Kontinuitet bliver derved for den rene Geometri en Er- 
statning svarende til Analysens Brug af Bogstavstørrelser; hvilke 
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overordentlige Hjælpemidler, der herved forskaffes Geometrien, vil 
være klart af det foregaaende. Men ikke mindre vigtige Forestil- 
linger fremgaa til Fordel for Analysen af det samme Princip ved 
en nødvendig Tilbagevirkning. Samtidig nemlig som Analysen ka- 
ner Synthesen sin Terminologi, opstaar der ved de to Forestillings- 
kredses Kongruents en ny analytisk Sprogbrug ved Laan fra rent 
geometriske Forestillinger. Den saakaldte moderne Geometri er 
netop en lige Blanding af, eller selve Kongruentsen af begge Fore- 
stilUngshredse. Og forsaavidt har Poncelets Kontinuitetsprincip 
været en mægtig Faktor i den moderne Retnings hele Karakter, 
ligesom vi i næste Kapitel skulle se hans Projektion har været en 
anden ligesaa mægtig. 

En direkte Affedning af vort Princip, hvorom vi paany ville 
minde her, medens vi opsætte dens nærmere Behandling til det 
Afsnit, hvor Toncelets fjernere Fortjenester skulle afhandles, er 
Anialsgeometrien („die abzahlende &."), hvor dette Princip er den 
egentlige Grundtanke og særlig anvendes under Navnet „das Frin- 
cip der spedellen Lage'^ (Schubert). 

Ligeledes henvise vi angaaende de oftere nævnte vigtige para- 
doxale Antagelser, som Principet medfører og forstaar at udnytte 
til Udviklingen af de smukkeste Konsekventser, ti! det senere Ka- 
pitel om de metriske EgensJcaher (Kap, IX). 

Vi gaa dernæst over til at fremstille Projehtionslteren saaledes, 
som den foreligger hos vor Forfatter. 
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Som vi tidligere har vist, er Brugen af den perspekiivishe Pro- 
jektion som inethodisk Redslsab i den rene Geometri først anvendt 
af Desargues. Siden hans Tid er Ideen oftere paany fremdukket, 
men uden at være saaledes gjennemført, at den er optraadt som 
erkjendt Methode, noget, vi har fundet naturligt, saalænge den ana- 
lytiske Betragtning endnu ikke havde affødt Kontinuiteisprindpets 
Opdagelse. Først dette Princip kunde nemlig horttage en betydelig 
Indskrænkning, som ellers vilde klæbe ved Centralprojektionens 
almindelige Brug. Skjønt derfor i lidens Løb en Mængde Detaljer 
bleve opklarede, der antydede en projektiv Geometris Nytte, og 
skjønt i Virkeligheden det Stof, der ved vort Aarhundredes Begyn- 
delse forelaa i Litteraturen, samlet, vilde have udgjort en temmelig 
dybtgaaende og i allefald indholdsrig Theori, var man desuagtet 
langt fra at eie en saadan. Ikke var heller det nødvendige Litte- 
raturkjendskab tilstede. Det var en enkelt Skoles, den Monge'shes 
Fortjeneste, den nemlig, at have aahent Øie for, og hos sine Elever 
uddanne Interessen for de herhen hørende Fænomener, der erstat- 
tede et saadiint Litteraturkjendskah, idet den i Løbet af et Par 
Decennier fornyede de foregaaende Aarhundreders glemte Lær- 
domme; og blandt disse Elever var det et enkelt Geni, hvis en- 
somme Grublen ud af disse løse Kjendsgjerningers Mængde læste 
de store og enkle Love. 

Vi have fortalt, at Poncelet allerede i Saratov') mgie Kriteriet 
paa, at en plangeometrisk Egenskab er projektiv o : at den kan ud- 
strækkes til at gjælde ogsaa den givne Figurs centrale Projektion 
af samme Kategori. Hans ældre Undersøgelser herom cre gaacde 
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tabte; vi kunne derfor her kun gjengive de Betragtninger, han an- 
stiller i „Traité", 

Han giver Ordet FrojelcHon, der i den deskriptive Geometri 
væsenth'g var bleven brugt som Farallel- eller endnu speciellere 
som Orthoffonal- Projektion, den forøvrigt hyppigt nok tidligere an- 
vendte Betydning af Central- eller perspektivisk Projektion^ der 
imidlertid efter Foncelet i sin almindeligste Opfatning ikke engang 
behøver at opfanges paa et Plan, idet et System Punkter i Rummet: 

A', B', C, 

defineres som en Projektion af et givet System: 

A, B, O, , 

naar kun de rette Linjer: 

AA', BB', CC 

straale ud fra et fælles „Projektionseentriim'^ 8. 




Dog er det kun meget sjelden, at Foncelet holder sine Betragt- 
ninger i denne yderste Almindelighed.^) Næsten overalt forudsæt- 
tes baade den givne (primitive) Figur og den ved Projektionen er- 
holdte at være plane. 

Under denne Forudsætning vil for det første Figurens indre 
Bygning lades uforandret, to Dele af den primitive Figur, der 
skjære hinanden, gaa over til Dele af den nye Figur, der ligeledes 
skjære hinanden; Berøring hibeholdes uforandret o. s. v. De Kur- 
vers Orden,'') der optræde, forandres ikke: kort, enhver Slags 
grafisk Afhængighed mellem Figurens Bele bibeholdes. Derimod vil 

5* 
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betydelige Forrykninger finde Sted, Kurvernes og Figurernes Form 
vil forandres, Længder, Vinkler, absolute Størrelser af enhver Art, 
(Parametre) o. s. v. vil undergaa Forvandling. Dette forhindrer 
imidlertid ikke, at jo ogsaa en stor Klasse metrishe Egenskaber, 
vedrørende disse foranderlige absolute Størrelser, ere projfMive eller 
uforanderlige ved Projektion. 

Poncelet vælger at indlede Spørgsmaaiet i den større Almin- 
delighed, som vi ovenfor har antydet, idet han ikke gjør nogen 
Forudsætning om at Figurerne skulle være plane. Gangen i hans 
Udvikling er omtrent denne^): 

Naar man betegner Længden S^lfra S ti! et viJkaarligt Punkt 
A med a, SB med h o. s. v., en Vinkel yi.SB med (AB) o. s. v. 
samt Linjen AB's Afstand fra S med p^^ o. s. v., udtrykkes enhver 
Længde AB eller CD o. s. v. ved de ækvivalente Størrelser: 

AB = -^^^- siniAB), CD=-^ %\a{GB) ... o. s. v. 

Pa« Pct> 

Enhver metrisk Egenskab, der kan udtrykkes ved en Formel 
mellem Punkternes Afstande'') paa en primitiv Figur, vil nu være 
projektiv, ifald i denne Formel (Lignin;/) ved Indsætning af de 
nævnte Udtryk samtlige Størrelser: 

a, h, c, d, . . . p^i, . . . 
udfalde saaledes, at kun de indeholdte Sinusser til Synsvinklerne i 
S staa tilbage. 

Vi ville tænke os den givne Ligning bragt til simpleste Form 
o: gjort hel og rational, hvorved den reduceres til 

Polvnom (AB, CD ) = O (1). 

Gaar man, siger PoMcefe(, ud fra, at det saalede.s erholdte Ud- 
tryk ikke mere kan reduceres fra Led til Led, vil det samme være 
Tilfældet med det ved Indførelse af Størrelserne 

a,b, p^„ sin{.4.B) 

erholdte nye Udtryk, som vi ville betegne med (2). 

Herfor opstilles ingen Begrundelse; for at møde mulige Ind- 
vendinger ville vi anstille en ganske kort Betragtning. Hvadenten 
vi tænke os den givne og de ved Projektionen erholdte nye Figurer 
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underkastede samme eller ingen Betingelser, maa de Reduktioner, 
som kunne foretages fra Led til Led i det fundne Udtryk (1) tæn- 
kes enten at bero paa de nævnte Betingelser eller pna Identitets- 
egenskaber, af hvilke der som bekjendt allerede ved det System, 
der dannes af 5 vilkaarlige Punkter i Rummet, optræder en mellem 
disses indbyrdes Afstande: Reduktionerne maa selvfølgelig ikke 
indføre nye Punkter, de maa derfor fremdeles være af den Art, 
at de nye Formler Jmn vedrøre Afstandene mellem de samme Punk- 
ter som den oprindelige Formel (1). Heraf følger, at den ved 
Indsætning ai a, b . . . o. s. v. erlioMte Formel (2) heller ikke maa 
tænkes reduceret ved nogen Behandling, der indfører noget frem- 
med Punkt navnlig f. Ex. :S'. 

Naar dette erindres, er Poncelefs Paastand evident. Enhver 
Reduktion, der vilde kunne foretages paa Formelen (2) i a, h, . . . 
o. 8. V., er nemlig under denne Forudsætning identisk med en 
tilsvarende Reduktion inden den givne Figurs Elementer. Tænke 
vi os derfor Formelen (1) irreduktibel, vil det samme være Tilfæl- 
det med den ved Indførelse af a, 6, c . . . erholdte (3). Man bør 
mærke sig, at hvert Led, som før indeholdt et Produkt sammensat 
af Faktorer AB, CD o. s. v. nu indeholder et lignende sammensat 
af sm{AB), sm{CD) o. s. v. 

Den eneste Maade, hvorpaa Størrelserne a, h . . . samt p'erne, 
hvoraf i ethvert Tilfælde et vist Antal af Længderne a, b , . . . ere 
af hinanden uafhængige variable, medens de øvrige og i hvert Fald 
alle ii'eme ere Funktioner af disse, kunne bortfalde af den hele 
Relation, vil aabenbart være den, at enten disse Størrelser udgjør 
et Aggregat, der staar som fælles Faktor til deo hele Ligning, eller 
at Poiynomet paa venstre Side deler sig i to eller flere Dele med 
et saadant Aggregat som Faktor i hver og hver Del forsvindende 
for sig, i hvilket Tilfælde, som vi, da Poncelet ikke nævner det, 
kun anfører for Fuldstændigheds og en mulig Indvendings Skyld, 
den projektive Fgenskab opløser sig i fiere enkelte, bestaaende hver 
for sig, hvoraf enhver er af den i første Tilfælde betegnende Art; 
i det følgende holde vi os ogsaa kun til den enkelte projektive 
Egenskab. 
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Ved BortdivisioD af det nævnte Aggregat erholdes en Relation 
mellem lutter s\ii{AB) . . . hvori disse forekomme ganske analogt 
med selve Afstandene AB ... i fielatioiien (1). 

Enhver metrisk projektiv Egenskab mellem en Hum- eller plan 
Fiffurs Afstande kan saaleåes direkte overføres i en dermed analog 
Egenskab ved Projektionsvinklernes Sinusser, 

Poncelet betragter i „Traité" gjennemgaaende kun én Klasse 
af den her paaviste Art Egenskaber, nemlig de, der lede til en 
Ligning med kun to Led. En saadan Relation vil aabenbart være 
projektiv da og kun da, naar 

1) Størrelserne a, 6 .... i begge Led ere parvis identiske o : 
naar de samme Bogstaver AB .... forekomme i hegge Led, samt 

2) Afstandene p . . . i begge Led ere parvis identiske, hvilket 
alene opnaaes, naar Længderne AB, GD .... parvis i hvert Led 
ligge paa samme rette Linje. 

Man kom nemlig ellers til at forudsætte paa en eller anden 
Maade en med vort Princip stridende Afhængigbed af S. Vi skulle 
meddele et Par Exempler paa denne Art projektive Egenskaber. 

Hvis man lader det ene Led i Binomet være et Produkt af 
Afstandene AB og CD paa vor ovenfor givne Figur, skal det andet 
Led kun indeholde de samme Bogstaver, hvilket enten giver 
AC.BD eller AD.BC. Forat Relationen 

AB.CD + \ AC.BD = O 
skal være projektiv, maa efter (2) hver af Linjerne AB og CD ligge 
paa ret Linje med en af Linjerne AC og BB, hvilket ikke kan 
ske, uden at alle i Punkter A, B, C og B ligge paa samme rette 
lånje. Hvis omvendt A, B, C, B er 4 yilkaarlige Punkter paa en 
ret Linje, er Relationerne 

AB.CD^X AC.BD ^0 
og AB.CD + yAD.BC^'O 

projektive. Samtidig haves altsaa: 

smiAB) sm{GD} + \ siniAC) sin{BD) = O 
og sin(^.B) sin(CD) + A'sin(^Z)) Rin(JS(7) = 

Værdierne af X og V retter sig naturligvis efter Punkternes Belig- 
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genhed i det givne primitive System. Den her fundne Relation er 

i Formen 

A B. CD __.__ si njAB) sin( gZ)) 
ACBB ~~ smiAG) sin(B~D) 

den bekjendte Fundamentalrelation om Dohheltforholdets Uforan- 
derlighed ved FrojeUion. Den omtales kun i Forbigaaende i en 
Note') af Poncelet, der foretrækker at lægge Hovedvægten af sin 
Fremstilling paa det speciellere harmonishe Forhold, paa Transver- 
saltheorien, samt paa de rent deskriptive Egenskabers Projehlivitet. 

Har man givet 6 Punkter ABUDEF og lader man det ene 
Led i Binomet være Produktet AB. CD. EF, saa kan f. Ex. det 
andet være B C. DE. FA; for at Relationen 

AB.CD.EF+\ SC.DE.FA=^0 
skal være projektiv, maa enten : 

1) alle Punkter ligge paa én ret Linje, eller 

3) B, D og F ligge resp. paa de rette Linjer AC, DE og 
EA, eller 

3) A, C og E ligge paa de rette Linjer BD, DF og FB. 

Omvendt finder f. Ex. det ene eller det andet af de to sidste 
Tilfælde Sted, vil 

AB.CD.DF 

B G. BF. FÅ 
være projektiv. 

Heller ikke denne Relation spiller i sin Almindelighed nogen 
Rolle hos FonceUt. MøUus gjør foruden af Dohbeltforholdet tillige 
Brug af dette „Dreieckschnittsverhaltniss", der afgiver et lignende 
Udgangspunkt som Dobbeltforholdet, idet de to specielle Vær- 
dier af X: + 1 og — 1 afgive Relationer, hvorfra dels Trans- 
versaltheorien fundamentalt kan begrundes dels Involutionen ind- 
føres^). 

Hvad nu ProjeMionsmeihodm som Redskab angaar, saa beror 
Fordelen ved dens Anvendelse fomemlig i Tilladeligheden af at 
studere en specie! Figur, hvori, uden at Relationens Almindelighed 
rokkes, visse Dele ere bragte til en elementær eller simplere An- 
ordning. 
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Navnlig er herved en stor Lettelse at opnaa ved at laile en 
ret Linje, indeholdende visse af Figurens Punkter, falde uendelig 
fjernt. Bette opmaes, ifald den Art Figurer, der handles am, ere 
plane, simpelthen ved at vælge Frojektionsplanct parallelt med Pla- 
net ffjennem S og den Linje^ hvis Projektion shal falde tiendelig 
fjernt. Her viser det sig da ogsaa fuldt og smukt belyst, hvilken 
Ensartethed og Harmoni, der opstaar i alle Forestillinger og i den 
heie geometriske Sprogteknik ved Optagelsen af „den uendelig 
fjerne rette Linje" etc, der simpelt og naturlig slutter sig til 
Projektionens Begreber. 

Som Exempel paa Anvendelsen af Projektionen i denne Genre 
skulle vi antyde Beviset for Sætningen, at Diagonalerne i en fuld- 
stændig Firkant dele hinanden harmonisk. 




= ~1, 



Hvis man f. Ex. vil bevise: 

BG- BH_ 

DG- DH~ 

saa sker dette, da Egenskaben, naar Ligningen bringes ti! Formen 
(1) sees at være projektiv, idet man projicerer Figuren ned paa et 
Plan parallelt med Planet 8EF, hvorved Punkterne E', H', F' og 
J' falde uendelig fjernt og Firkanten A'B'CD' bliver et Parallelo- 
gram. Af de to Faktorer i vor Formels venstre Led, er nu 

B'& , B'oo 

;0.-^.= ~log^- = l. 

hvilket sidste skyldes den simpleste Gaaen til Grændseværdien. 
Som Zeuthen etsteds*) bemærker, er saavel den analytiske som 
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den projektive Methofie „fra først af saa at sige byggede over Keg- 
lesnitslæreii". Selve Begrebet „Keglesnit" indeholder, som man 
lettelig indser, i Grunden Spiren ti! en projektiv Betragtning. Ho- 
veiimængden af Stoffet i „Traité'' udgjør i Overensstemmelse her- 
med en smuk og udtømmende organisk KegUsnitslære. 

Pmcelet's Methode gaar her ud paa ved Projektion at for- 
vandle et givet Keglesnit samt en given ret Linje i sammes Plan 
til en Grkel og den uendelig fjerne rette Limje i sammes Plan. 

Først bevises, at dette altid er tænkeligt, og her er det navn- 
lig, Kontinuitetsprincipet yder gavnUg Hjæip, da der uden dette 
vilde vise sig en uoverstigelig Hindring i Veien for ved Projektion 
at overføre et Keglesnit og en samme reelt skjærende ret Linje til 
en Cirkel og den samme imaginært skjærende uendehg fjerne rette 
Linje. 

Idet vi, hvad Beviset angaar, henvise til Noterne"^, skulle vi 
her kun udtale, at det geometriske Sted for de Punkter S, hvorfra 
et givet Keglesnit og en ret Linje i sammes Plan han projiceres til 
et Keglesnit med given Assytntotvinhel o: given Form og den uen- 
delig fjerne rette Linje i dettes Plan, er en Torus, frembragt ved 
en vis Cirkels Omdreining om den givne rette Linje som Axe. 

Ifald Keglesnittet skal projiceres til en Cirkel, er Torus'eus 
generende Cirkel en „Nuleirkel" og Torus'ens reelle Del altsaa 
svundet ind til en Cirkel om den givne Litye som Axe. 

Ifald Keglesnittet og den givne rette Linje skjære hinanden 
reelt, har det søgte geometrisk Sted for S ingen reelle Punkter, 
men ingen af de Ræsonnementer, man haserer paa denne Projek- 
tionsmethode, tabe af den Grund noget af sin Gyldighed, da S des- 
uagtet vil beskrive en — nu kun helt imaginær — Flade. 

Hvis vi altsaa f. Ex. ønske at bevise FascaVs Sætning, proji- 
cere vi simpelthen den givne Figur saaiedes, at Keglesnittet bli- 
ver en Cirkel og to af de tre Skjæringspunkter for modstaaende 
Sidepar falde uendelig fjernt, hvorved vi erholde et Bevis ført i 
Lighed med Gergonnes (se Kap. IV}, men uden at frygte for nogen 
Indskrænkning, da vi ved efter Omstændighederne at vælge et reelt 
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eller imaginært S, altid se os Istand til at faa den forønskede Pro- 
jektion istand"). 

Hermed er samtidig, som let indsees, bevist, at et plant System 
af Keglesnit gjennem de samme to IPtmkter, kan projiceres til et 
System af CirMer i samme Plan, eller speciellere, at det plane 
Keglesnitabundt gjennem 4 Punkter kan projiceres til Systemet af 
Cirkler gjennem to i det endelige liggende Fællespunkter og Kegle- 
snit med fælles dobbelt Kontakt til koncentriske Cirkler. Enhver 
deskriptiv Egenskab i de nævnte KegJesnitssystenaer lader sig til- 
bageføre til og studere ved Elementærgeometriens Hjælp paa de 
saaledes fundne mere bekvemme Cirkelsystemer, hvor de ofte vise 
sig som bekjendte undertiden aldeles selvindlysende eller endog 
trivielle Kjendsgjerninger. 

Naar saaledes ved det Keglesnitssystem, der kan omskrives 
om en given Firkant, Polerne til et Par modstaaende Sider i denne 
altid ligge paa én ret Linje, gjenfindes denne Egenskab i den, at 
Centrum til Cirklen gennem to faste Punkter beskriver en ret Linje, 
hvorpaa tillige alle Fælleskordens Poler er at søge. Læren om 
Poltrianglet frembyder dette og flere Exempler. 

Af den Del af„Traité", der nærmest udnytter de rent deskrip- 
tive Egenskabers Projektivitet, er navnlig det Afsnit mærkeligt og 
af fundamental Karakter, hvor Poncelet udvikler sit Homohgiprindp. 

Ligedannede og ensliggende Figurer i samme Plan have den 
Grundegenskab at eie et Ligliedspimht o: et Punkt i Figurernes 
Plan, fra hvilket den ene Figur kan betragtes som en perspektivisk 
Projektion af den anden, idet hvert Par samsvarende Punkter ville 
sees at dække hinanden. (Vi medtage her under Begrebet „ens- 
liggende" Figurer begge Arter Beliggenhed saavel den, hvor Lig- 
hedspunkter er „ydre", som den, hvor det er „indre"). Da saa- 
daune Figurer tillige have sine ensliggende rette Linjer parallele, 
erholdes, naar Systemet af to ligedannede og ensliggende Figurer 
projiceres paa et andet vilkaarligt Plan, en Reciprocitet mellem 
de to nye Figurers Elementer, karakteriseret derved, at; 

1) ensliggende Punkter parvis ligge paa rette Linjer gjennem 
et udmærket PunU, Projektionen af det forrige Lighedspunkt. 
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3) ensliggende rette Linjer parvis skiære hinanden paa en ud- 
mærket ret Linje, FrojeMionen af den uendelig fjerne rette Linje i 
det forrige Flan. 

To saaledes erholdte Figurer kaldte Foncelet homologe, det 
udmærkede Punkt Homologicentret og den udmærkede rette Linje 
Homologiaxen. 

Aabenbart Mn hvert Punki i Flanet henregnes til den ene Figur 
og finde sit homologe tilhørende den anden, og omvendt. Man har 
altsaa her opnaaet en Transformation af det hele Flan af en sim- 
pel Karakter. Studiet af denne betegner et betydeligt Fremskridt 
i Geometrien. 

Det Udgangspunkt'^), Poneelet vælger til Udviklingen af sin 
Theori, giver ham særlig Anledning til at anvende denne paa Kegle- 
snitslæren. To Keglesnit i Plan ere nemlig, som før antydet, altid 
at betragte som en Projektion af to Cirkler i ét Flan, og to Cirk- 
ler have allerede reelt to Lighedspunkter et ydre og et indre, der 
ere Skjæringspunkter for Fæilestaogenterne (enten reelt eller ide- 
alt). Ligeledes have Cirkelparret foruden den uendelig fjerne rette 
Linje tillige en anden Homologiaxe nemlig sin reelle (eller ideale) 
Fællessekaut i det endelige'^). 

Ved Projektionens Hjælp bliver nu disse Kjendsgjerninger Kil- 
den til en uudtømmelig Mængde nye Sætninger om Keglesnit og 
Systemer af saadanne; ved disse, tildels ganske nye Betragtninger 
over Systemer af Keglesnit, hvorved Homologiprincipet viste sig 
som et simpelt og naturligt Middel til yderligere Opdagelser og 
disses Tilgodegjørelse, ligesom ved selve Homologien som Puukt- 
transformation i Planet, udgjør disse Dele af „Traité" ét for de 
senere, saavel rent geometriske som fornenilig analytiske Fremskridt 
yderst vigtigt Ferment, hvis Betydning neppe kan sættes for høit. 

Fra Homologien i Planet føres man ad en simpel Generalisa- 
tions Vei til Opstillingen af Homologim i Eummd eller Eeliefper- 
spektivet, hvorved Foncelet reiste Slutstenen paa sin i „Traité" af- 
givne projektive Theori. 

Man forstaar let, at to homologe Figurer i Rummet ere karak- 
teriserede derved, at 
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1) ensliggende Punkter piirvis ligge paa rette Linjer gjenneni 
samme Homologicentrmn, 

2) ensliggende rette Linjer eller Planer piirvis skjære hinanden 
paa et og samme Homohgiplan. 

Eærevidden af dette Keliefperspektiv-Princip kan ogsaa tilstræk- 
kelig sluttes af følgende Fundamentalsætninger for Planer og '^den 
Ordens Flader: 

To vilkaarlige TetraSdre, som have et BomologicmPrum, have 
ogsaa et Homologiplan pg omvendt. 

En hvilkensomhelst anden Grads Flade lian betragtes som Re- 
liefperspeMiv af en Kugle. 

Paa den første af disse grunder sig en lignende Række vig- 
tige Sætninger som paa den føromtalte Desargues'slte Sætning, med 
hvilken den er analog. Af den anden følger, at den almindelige 
3den Ordens Flades projektive Egenskaber kan studeres paa Kuglen. 

Idet vi hertil kun yderligere skulle tilføie at projektive Egen- 
skaber ved Systemer af 3den Grads Flader, der have et plant 
Keglesnit tilfælles, kunne studeres paa Systemer af Kugler, forlade 
•viFoncelets Reliefperspektiv, en Theori,hvis Vigtighed og fuldstæn- 
dige Nyhed for Videnskaben Chasles fremhæver i stærke Udtryk'^). 



Efter denne i nogen Grad detaljerede Omtale af Projektionens 
forskjellige Former i Poncelet's „Traité", vil det være muligt at 
fatte sig i større Korthed med Hensyn til de almindelige Betragt- 
ninger over Projektionen, vi endnu have at tilfoie. 

Det karakteristiske ved Metbodens Brug, er dens Lethed i at 
tilbageføre deshiptive Egenskaber til visse metriske og de af Pon- 
celet benævnte metrish-projektive ti! metriske af en særlig simpel 
Karakter, altsaa i alle Tilfælde de projektive Egenskaber til andre 
metriske af én for det elementært øvede Øie mere umiddelbart 
gjennemsigtig Natur. 

Denne praktiske Fordel ved Principet antyder imidlertid for 
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en dybere Betragtning en vis almindelig deskriptiv KaraUer ved 
selve de metriske Egenskaber, en Karakter, som Projektionen saa- 
ledes har afsløret og som har givet vort Aarhundredes Geometere 
meget at bestille. Denne Følge af Projektionens Gjenn em førelse 
er af den Betydning, at vi ønske at behandle den i et særeget Kapitel. 
De Fremskridt, Projektionen iøvrigt har medført for den rene 
Geortietri sees saa ligefrem ved en Sammenligning med det før- 
PowcefeCsÆe Standpunkt, at det næsten er overflødigt at dvæle læn- 
ger derved: hvad der før udgjorde en Mængde spredte, i og for sig 
enduu kun mindre betydende, Fakta, staar efter Projektionens An- 
vendelse sammen som et nu først fuldt harmonisk Hele, der følgelig 
som saadant har den største Betydning, og dets enkelte Dele har 
hver for sig vundet en forhøiet Interesse og er nu først fuldt for- 



Med Projektionen sker derfor den reelle og egentlige Indgang 
i modern-geometrish Tankegang. Hvorledes den har virket sammen 
med de øvrige af Poncelet indførte eller bearbeidede Principer til 
at afføde vort Aarhundredes moderne Geometri sees bedst ved at 
kaste et Blik paa de Virkninger, den har havt paa Analysen. 

Projektionen afgiver nemlig for første Gang en rent geometrisk 
Transformation, tilgjængelig for det mest direkte Ræsonnement, og 
foruden den Virkning, dette maatte øve paa den rene Geometri 
ved at give Ideen til lignende Transformationer, hvoraf nu saa- 
niange ere undersøgte, har den navnlig virket vækkende paa Ana- 
lysen, og bidraget sit til at skabe vort Aarhundredes Studier af 
den lineære og de Jmiere Transformationer. 

Foncelet's Undersøgelse af Kriteriet for at en Egenskab er 
projektiv, kan ogsaa betragtes som Indgangen til det fundamentale 
Problem 1 hvilke Egenskaber og hvilke Funktioner blive uforandrede 
ved lineære Transformationer, et Problem, der som bekjendt har 
skabt vort Aarhundredes saakaldte moderne Algebra, InvarianttJie- 
orien. Denne nye Viden skab sgren, der har affødt og stadig frem- 
deles afføder en stærk Litteratur, hav igjen øvet Indflydelse paa 
Geometrien og vil det selvfølgelig i saa meget større Grad i Frem- 
tiden, som Analysens raske Gang allerede paa en Mængde Felter 
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er rykket langt forud for den geometriske Interpretation af de 
fundne invariante Funktioner. 

Uden paa dette Sted at gaa nærmere ind herpaa skulle vi 
gaa over til at nævne et Par Ord oni selve Projektionens Skjæbne 
efter Poncelet. Her møde vi den mærkelige Kjendsgjerning, at 
det næsten kunde synes, som om Foncelefs egen „Traité" havde 
udtømt det nye og vigtige Princips Brugbarhed, i den Grad paa- 
faldende sjeldent er det at se hans Methode anvendt af de senere'*}. 

Naar man vilde søge Grunden hertil, kunde man maaske et 
Øieblik standse ved den Tanke, at Projektionens praktiske Nytte 
væsentlig var knyttet ii\ Keghsnittene, hvisTlieori den næsten for- 
maar at udtømme, og hvor Cirkelen laa færdig til Projektion som 
den elementæreste af alle Kurver, en Tanke, der har noget for sig, 
saasom de høiere Kurver blandt sine specielle Former selvføigelig 
endog tilnærmelsesvis mangle Analoga i Simpelhed. Men uagtet 
der uimodsigelig er noget heri, er vistnok ikke Grunden at. søge 
her; for kun at gjøre en liden Bemærkning i Forblgaaende, kunne 
de højere Kurver, som bekjendt, frembringes ved Kombinationer 
af bevægelige Systemer af de simplere, og i samme Øieblik disse 
sidste ere Skarer af Keglesnit gjennem to faste Punkter, vil 
Projektionen frembyde sine vaniige Fordele ved Undersøgelsen. 
Den sande virksomme Grund til Projektionens sjeldne Brug er at 
søge i det travle Arbeide med at fuldkommengjøre den synthetiske 
Methodes Systematik, som efter 1830 overalt viser sig paa den 
rene Geometris Omraader. Blandt PojiceW's Eftermænd have flere 
som bekjendt en saa selvstændig Plads og have bidraget til at se 
Tingene fra saa mange Sider, at det nye Materiales Ordning paa- 
trængte sig som et uafviseligt Krav. Saaledes betragte vi navnlig 
Dobbeltforholdets Indførelse af Møbius, Steiner og Chasles som et 
ikke mindst fra systematisk Synspunkt vigtigt Fremskridt, ved hvis 
Hjælp den egentlige Projektion tildels er bortfaldt som mere over- 
flødig, rigtignok tildels ogsaa tilsidesat paa Grund af Studiet af 
det nye Middels mange interessante Egenskaber. Ved Dobbeltfor- 
holdets Indførelse har visselig Systematiken vundet, de plane Fi- 
gurer kunne atter studeres i Planet selv uden Rumbetragtning 



y Google 



79 

0. s. V., men vi tro, det direkte geometriske Blik har tabt noget 
derved. 

Projektionens Nytte for Synthesen er endnu langtfra udtømt. 
Den vil fremiJeles længe ved sin simple Betragtning lede til en 
Mængde Opdagelser og benyttes ved Siden af de nye Midler, som 
skyldes Geometere, der ere Foncelefs Efterfølgere eller Disciple. 
Skulde engang de projektive Egenskaber være udtømte, da vil 
Projektionen formodentlig allerede længe have været et aiElemen- 
tarsholms anskueligste Midler ved Undervisningen, og efter vor 
Mening burde man ikke vente forlænge med at indføre den der. 

Vi ville nu gaa over til et andet af Foncelefs Principer, der 
ved at afgive Exempel paa en lineær Transformation af en hel 
anden Art, udgjør et Sidestykke ti! Projektionen med lignende Virk- 
ninger for Synthese og Analyse, nemlig de rectprohe Polarers Theori. 
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Vi have gjentagne Gange havt Anledning til at omtale de første 
Spirer til og den begyndende Udvikling af de reciproie PoJarers 
Theori. Vi sigte her ikke til de Ldhires smukke Resultater; de 
forblev uden Følger. Men gjennem den Monge'ské Skole fornye- 
des de i en Retning, der for en Tid kulminerede i Brianchons tid- 
ligere Arbeider; kort efter fik denne Art Ræsonnementer et nyt 
Liv i Gergonnes Annaler, hvor den tekniske Sprogbrug gjennem 
Diskussionen af dertil velskikkede Problemer fornemlig Fappus's 
Problem (se Pag. 9) og dettes reciproke samt deres Udvidelser, 
efterhaanden i forholdsvis kort Tid naaede en vis Fasthed og en 
Art Methode allerede begyndte at kunne skimtes. Hertil maa 
navnlig Gergonne's „Titéorie analiUque des poles des lignes et des 
surfaces du second ordre" siges at have bidraget. Vi kunne karak- 
terisere det ved Aar 1815 opnaaede Standpunkt paa følgende Maade : 
Nogle enkelte Geometere havde erkjendt, at Sætningen om Pol og 
Polare frembød en mærkværdig Lettelse, hvorved man undertiden 
kunde overføre et vanskeligt Problem til et andet bekjendt eller 
lettere. I denne Forstand kan man i denne Tid finde „Polmetho- 
den" citeret'), naar man stødte paa et Problem, som i særlig Grad 
egnede sig for dens Brug. Dog har Virksomheden paa dette Felt 
i Annalerne endnu kun en rent elementær Karakter. Naar saale- 
des Brianehon allerede i 1806 havde fundet, at Polarfladen til en 
given 2den Grads Flade selv er af 3den Grad, saa var den Tanke 
som kunde ligge nær, at generalisere dette Resultat, saa langt fra 
modnet, at endog Satsen selv længe synes ganske ubemærket^). 
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De hidtil omtalte Elementer til en Theori for reciproke Po- 
larer i Annalerne og andensteds blev imidiertirt strax af en ny 
Betydning, da Pmcelet som fortalt efter sin Tilbagekomst til Fran- 
krig gjennemsaa det forskjelligartede Stof, bvormed den syntheti- 
ske Geometri under hans Fravær var bleven beriget. 

Det var i Anledning at et i Annalernes 8de Aargang*) stillet Pro- 
lem, at Powceiei (1817) fremsatte sin Theori om de reciproke Pola rer. 
Problemet lød i Form af et Dobbeltspørgsmaal : Hvad er det 
geometriske Sted for Spidsen af en bevægelig Vinkel af konstant 
Størrelse, der er omskrevet om et Keglesnit? Hvilken Kurve om- 
hylles under Vinkelens Bevægelse af den variable Kontaktkorde? 

Poncelet giver først en fuldstændig, ad analytisk Vei ført, Løs- 
ning af den første Del af Opgaven, hvorunder han særlig undersø- 
ger de Tilfælde, da det søgte geom. Sted, der i Almindelighed er 
af 4de Orden, udarter til Keglesnit eller ret Linje; han citerer de 
Lahire som den, der allerede 1704 har fundet de hertil svarende 
Keglesnltsegenskaber samt i Anledning af en Polares Ligning Ger- 
ffonne's ovenfor omtalte analytiske Fremstilling af samme. Idet 
han derefter gaar over til at omtale den anden Del af Problemet 
bemærker han, at den er et spedelt Tilfælde af den almindelige 
Opgave: Naar Polen med Hensyn til et Keglesnit (le påle d'une 
sect. con.) ievæger sig paa en given Ktirvc, kvad er da Enveloppen 
for den tilsvarende Polare? Idet han forlader det indviklede og 
ufrugtbare specielle Eliminationsproblem , som den foreliggende 
Opgave vilde lede til, tager han det af ham formede almindeligere 
Problem for sig og udvikler deraf i en særlig tilknyttet Afhand- 
ling sin Théorie des polaires réciproques. 

Han beviser her først gjennem det velbekjendte simple Ræ- 
sonnement, at den Kurve, der gjennemløbes af et Punkt et, selv er 
jEnveloppe for Polareme fil Punkterne paa dm af a's Polare om- 
hyllede Kurve, at der aitsaa hersker den fuldstændigste Recipro- 
citet mellem de to Kurver, der derfor kaldes hinandens reciproke 
Polarer; med hans Ord; 

„Den reciproke Polare til en given Kurve i et Keglesnits Plan 
„er paa engang det geom. Sted for Polerne til alle den givne Kur- 
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„ves Tangenter og Enveloppe for alle Polarer til den givne Kurves 
„Punkter". 

At søge den reciproke Polares Orden eller Antallet af dens Skjæ- 
ringspunkter med en given ret Linje er derfor identisk med at 
søge Antallet af Tangenter til den givne Kurve fra et fast Punkt, 
eller om man vil meå m. given Retning, hvilken sidste Bemærkning 
formindsker Bestemmelsens Vanskelighed, idet man ved den ana- 
lytiske Behandling kun behøver at derivere Kurvens Ligning, hen- 
ført til Cartesiske Koordinater, og sætte 



''•J. 



= konst. 



Er den givne Kurves Orden m, finder han saaledes, at den 
søgte reciproke Polare i Almindelighed og i det høieste er af Or- 
denen m{m—V}, idet dette bliver Antallet af Tangenter gjennem 
samme Punkt til den givne Kurve. Efter en kort Bemærkning om 
den Kurve, der med Hensyn til den givne udgør Generalisationen 
afPolaren med Hensyn til etKeglesnit(„lste Polare"), der allerede 
1815 — 16 har været Gjenstand for hans Studier, gaar han over til 
at anstille Betragtninger over de Forholdes Natnr, der begrunder, 
at en Kurve af Orden m selv kan være reciprok Polare til en Kurve 
af Orden m{m — 1), medens Formelen skulde lede tilbage til en 
Orden m{m—\)\_m{m—\)—\'\. Hans Forklaring gaar ud paa, at 
den reciproke Polare ikke er den almindeligste Kurve af Ordenen 
m{m—l), en Omstændighed, hvori som bekjendt ogsaa Forklaringen 
ligger. Det Problem, han her stillede, fik imidlertid først PlUcker 
løst fuldstændig. I nærværende Afhandling nølede Poncelet sig 
med at vise Sammenhængen for den kubiske Parabels Vedkom- 
mende. 

Efter dernæst at have udtalt Reciprociteten mellem Inflexions- 
tangenter og Vendepunkter, multiple Tangenter og Punkter, paavist 
at aabne og lukkede Grene o. s. v. svare til let gjennemskuelige 
Forhold ved den reciproke Polares Stilling ligeoverfor det givne 
Keglesnits Centrum, anvender han sinTheori til at bevise følgende 
Sætning: 

„Antallet af Fællestangenter for 3 Kurver af respektive 
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„Ordener m og n er i Almindeligbed og i tiet Høieste 

,WtM(W— 1)(K-1)". 

Den ayntlietiske Del iif Afhandlingen ender med en Paavisning 
af nogle Følger for Keglesnitslæren af den fremsatte Theori, spe- 
cielt omtalende den Særegenhed, at den reciproke Polare til et 
Keglesnit seh er af 2den Ord&n,, samt antyder Generalisation for Runi- 
met. En tilføiet analytisk Undersøgelse om Betydningen af frem- 
mede Faktorer ved visse Eliminationsproblemer refererer sig vist- 
nok ikke til den almindelige Theori, men giver blandt andre smukke 
Ting PonceUt for første Gang Anledning til i en indskudt Syntbese 
at fremsætte sin bekjendte Definition af et Keglesnits Brændpunkter, 
(se Kap, IX) og paavise visse metriske Konsekventser af sin Theori 
anvendt paa Keglesnittene. 

Det Hefte af Annalerne, hvor denne Afhandling findes, er da- 
teret 1ste Jan. 1818. Den betegner det første betydelige Frem- 
skridt i Opfatningen af disse Forholde. Mærkelig nok henstaa 
mange af dens smukke Resultater, som vi snart skalle se, længe 
lidet paaagtede. Men, at den har bidraget til at fremme Forstaa- 
e.isen af den abstrakte Dualisme, erkjendeligt nok. Imidlertid ind- 
kom der interessante Bidrag ogsaa fra andre. 

Omtrent et Aars Tid efter indeholdt Annalerne*) to efter hin- 
anden stillede reciproke Sætninger til at bevise, der foruden at 
have Interesse i sig selv, tillige vedkommer os som Bidrag til at 
oplyse om Forholdet meliem Geryonné's Dualitet og PonceUPs 
Polartheori. Vi ville gjengive deres Indhold. 

I. Man har givet n Punkter i samme Plan (1) (2) . , . {n) og be- 
tegne et vilkaarlig valgt Punkt paa Linjen {0(/'^), der forbinder to 
af Punkterne {i) og {h) med (ih). Ifald «— 1 Punkter (JA) er valgte 
saa ethvert System Linjer: i{U), Mli) og l{tk) gaa igjetmem et fæl- 
les Punkt (ikl), da vil 

1) paa Awrij«jc(«)(Æ) i Systemet bestemmes et Punkt (ik) saa- 
ledes, at Linjerne ((ÆJ),Æ('i) og'(Æ) have ét Punkt (/^O fælles; 

3) hvert System Linjer betegnede med de samme 4 Bogstaver 
{iU)m, (khn)i o. s. v,, {ik)(lm\ (il)(km) o. s. v. have ét 
Punkt (iklm) tilfælles; 
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3) hvert System Linjer betegnede ved de samme 5 Bogstaver 
(iklm)n, {}clmn)i o. s. v., {ikTj(mn), {Mm)(ni) o. s. v. have 
ét Punkt {iklmn) tilfælles o. s. v. 
II. Man har givet n Linjer i samme Plan (1) (2) . . . (k) og be- 
tegne en vilkaavlig Linje gjennem Skjæringspunktet {i){k) mellem 
to af Linjerne, {») og (Æ), med [ih). Ifald nu n—\ Linjer {ih) er 
valgte, saa at ethvert System Punkter i(kV), h{U) og l{ik) ligge paa 
én ret Linje {ik\), da vil 

1) gjennem hvert Ptmht {i)(k] i Systemet en Linje {sft)bestemes 
saaledes, at Punkterne i(kl), k{U) og l(ik) ligge paa en ret 
Linje (ikl). 
3) hvert System Punkter, betegnede med de samme 4 Bogstaver 
iiM)m, {klm)i o. s. v., (ik) (Im), (ik) (km) o s. v. ligge paa 
én ret Linje (ikhn) o. s. v. reciprokt til foregaaende. 
Ganske kort efter disse Sætninger findes der i samme Aarg.^) 
fra „un abonné" en Undersøgelse over de for Antallenes Vedkom- 
mende mulige regulære og semiregulære Polyedre, idet han gaar 
ud fra Euler's Ligning om Antallene af Flader, Hjørner og Kanter. 
Forfatteren bemærker den Dobbelthed, som allerede finder Sted i 
Euler's Ligning og derfra gjennemtrænger hele dette Stof, han 
indfører Benævnelsen konjugerede for to saadanne Polyedre, af 
hvilke det ene har saamange Flader som det andet Hjørner og om- 
vendt, idet han nærmere påaviser disse Polyedre og specielt for 
de semiregulære giver Beskrivelserne for to og to underet, f. Ex.; 

TT 1 -^ - ,n -i t.nlfaces trianguiairest 

„Un polyedre a 18 aretes, ayant 12j ^^^^^^^ ^^-^^^^^ \ 

. Q (sommetsj , . . itriédres | . . Ihexaédres j,( 
"^^ Mfaces ! ^°"* * itriangulairesS ^^ * ihexagonales i ' 

Endelig stiller han et Sted efterhinanden følgende to Opgaver, 
som dog ikke behandles videre: 

„I. Quel est, sur les l'aces d'un polyedre régulier donné, le lien 
„des sommets de tous les polyédres réguliers conjugués quipeu- 
„vent lul étre inscrits?" 

„IL Quelle est, pour un polyedre [„régulier" maa undertor- 
„staaes] donné, la surface enveloppe del'espace parcouruparles 
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„faces d'uQ autre polyedre régulier, coiijugué a celui-la, et vari- 
„able de grandeur, qui lui est conatam ment circonscrit?" 
og bemærker, at den første Opgave har været stillet før og er løst 
for Terning og Oktaeder, men at den anden er ny. Navnlig ved 
at udlede denne og sammenstille de to Problemer røber Forfatteren 
et mærkeligt Blik for Vidden af den af ham paaviste Reciprocitet, 
og uagtet han synes at knytte sine Theorier for stærkt til de re- 
gulære og semiregulære Former alene til, at man tør tilskrive bam 
Erkjendelsen af et almindeligere Princip, saa er det dog øiensyn- 
ligt, at vi her ialfald have for os et af de vigtigste Forarbeider 
for Gergonnés efterfølgende Theorier. 

Disse kom imidlertid først meget længe efter og vi skulle 
fremdeles holde os til Artiklernes Rækkefølge. De omtalte to lineal- 
geometriske Sætninger henstod ubeviste i over to Aar, da endelig 
i Ilte Aarg,^) Gergonne fremkom med Beviser, som han indleder 
med følgende Ord (Udhævelsen af os): 

„Den beskedne Forfatter af disse to smukke Satser, som vi her 
„skulle bevise, har hidtil tillagt dem altfor liden Betydning til at 
„tænke paa selv at meddele os Beviserne, som iøvrigt vi paa vor 
„Side forgjæves have søgt. Vi mistviviede om at kunne indvirke 
„paa hans Taushed, da Hr. Kaptein Foncdet, som er en Ven af ham, 
„underrettede os om, at disse Sætninger var grundede paa Principer 
„fra Statiken. . . . Dette Lysskjær var os nok til at naa vort 
„Forsæt . . . ." 

Beviset føres da, idet (ik) betragtes som Tyngdepunkt for (O 
og {k); da er (Æi) Tyngdepunktet for (*), (ft) og (O o. sv. Den an- 
den Sætning beviser han for 5 Linjer, idet han antager, at de givne 
rette Linjer ere Retningerne af 5 Kræfter, hvis Resultant det gjæl- 
der at finde. 

„Man ser, tilføier Gergonne, at disse to Satser indbyrdes 
„have en fuldkommen Overenstemmelse. Denne Korrespondance er 
„endog saadan, at hver af dem let kan udledes som Konsekventse 
„af den anden". For at paavise dette tænker han sig et vilkaarligt 
Keglesnit tegnet i den første Figurs Plan og viser, at den andens 
Punkter og Linjer ere Poler og Polarer til den førstes Linjer og 
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Punkter. Som man ser er Standpunktet lios G-enjonne her i 1821 i 
ingen Henseende udover Poncelet's fra 1817. Naar han bemærker, 
at den første af Sætningerne kan udvides til at gjælde en Eumfigur, 
den anden derimod ikke, fordi, „medens to Punkter altid ligge paa 
„en ret Linje, gaa ikke to rette Linjer altid gjennem ét Punkt", 
saa er denne Bemærkning karakteristisk ved at udelade den til 
den udvidede Punktsætning reciproke Plansætning.'') 

Vi komme tilbage til senere Yttringer af Gergonne angaaende 
de to nævnte Sætninger og maa foreløbig bemærke, at Annalerne 
intet yderligere Fremskridt i denne Retning indeholder inden Ud- 
givelsen af „Traité". 

Hvad de reciproke Polarers Theori i denne angaar, maa vi 
først og fremst lægge Mærke til Udtalelsen i Sekt. II Cap, HP): 
„il n'existe aucune relation descriptive d'une figure donnée sur 
,,un plan, qui n'ait sa reciproque dans une autre figure." Der- 
næst giver hans Behandling af Kumfigurer i „Supplementet" Anled- 
ning ti! en tydeligere Udtale af Polartheorien for 3 Dimensioner. 
Forøvrigt indeholder „Traité" mere uddragsvis de samme Resultater 
som Afhandlingen fra 1817. 

Efter Udgivelsen af sin „Traité" var Poncelet beskjæftiget med 
Redaktionen af flere Afhandlinger, der efterhaanden fremlagdes for 
Académie des Sciences. En af de betydeligste er hans nye Afhand- 
ling om Reciprociteten: Théorie générale des polaires réciproques, 
der forfattet Vinteren 1823—24 fremlagdes for Akademiet I2te 
April 1824, hvor den overgaves en Komité, bestaaende s.f Legendre, 
Foinsot og Cauchy, til Bedømmelse. Denne Komite bærer ved sin 
Lunkenhed for en Del Skylden for den heftige Strid, der nogen 
Tid efter opstod mellem Poncelet og Gergonne om Forholdet mel- 
lem den førstes Ueciprocitets- og den sidstes Dualitetsprincip. 
Først i 1828 (18de Febr.) afgaves nemlig Bedømmelseskomiteens 
Rapport, hvorefter Poncelet endelig i 1839 fik sin Afhandling trykt 
{i OeHe's Journal Bd. IV); men i Mellemtiden ir etakova Gergonne' s 
med Hensyn til systematisk Udvikling nye DuaUtetsprmcip. 

Idet vi foreløbig indskrænker os ti! at anføre som det vigtigste 
Fremskridt i Poncelet's „Théorie générale", at han nu ogsaa angiver 
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(ie til visse Slags (algebraiske) inetrislie Egenskaber reciproke, 
hvorved de metriske Egenskabers deskriptive Karakter er rykket 
meget nærmere sin rette Forstaaelse, ville vi iopsætte Omtalen af 
denne Afhandling tii det Punkt, hvor dens Udgivelse falder, og imid- 
lertid vende os til Gergonne's Årbeider. 

Endnu i 15de Aarg. af Annalerne') (Slutningen af 1824) behø- 
ver Gergonne i sin: „ Becher che de quclques-unes des lois qui régis- 
sent les polyedres" de reciproke Polarers Theorie som Bevismiddel 
ved sin Udvikling. Han begynder med at bemærke, at af de Sæt- 
ninger, som Legendre i sin „Élémens de géométrie" har udledet „er 
„der paa nogle faa nær, hvor Antallet af Sideflader og Hjørner op- 
„træde paa samme Maade, ingen, uden der uundgaaelig dertil sva- 
„rer en anden, som kan udledes deraf ved Ombytninger af Ordene 
„Sideflader og Spidser," og henviser til den ovenfor omtalte Af- 
handling i 9de Bind, For at bevise denne Paastand konstruerer 
han den reciproke Polarfigur til et givet Polyeder m. H. t. en vil- 
kaarlig 2den Grads Flade, og for at lade den fundne Reciprocitet 
falde des tydeligere i Øinene. anvender han her for første Gang 
den tospaltede Trykning; vi hidsætte det første af disse Sætningspar: 

I ethvert Polyeder er der I ethvert Polyeder er der 

altid et lige Antal Sideflader altid et lige Antal Hjørner med 
med et ulige Antal Sider. et ulige Antal Kanter. 

I hele Afhandlingen ere alle Sætninger udledede paa dobbelt 
Maade afFormler; saa nær, man nu staar den abstral!,tel)ualitet,\^y&r&e 
(9ej-^0tt«e dog endnu intet Ræsonnement, der antyder noget saadant. 

Vi bør ikke undlade at omtale, at han i samme Bind i et Ud- 
drag, han meddeler'") af Sorlin's: „Reeherches de trigonométrie 
sphérique" faar Anledning til at rekapitulere det iøvrigt som be- 
kjendt allerede af Vieta og SneUkis opstillede og saaledes histo- 
risk ældste af alle reciproke Systemer, nemlig Læren om de 
supplementære sfæriske Triangler (eller tri ed ri ske Vinkler med fæl- 
les Toppunkt), dog fremdeles uden endnu strax at anstille Betragt- 
ninger herover.") 

Gjcnnem den Række tildels situationsgeoraetriske'^ Dobbelt- 
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sætninger, hvoraf G-ergonnc efterhaanden er kommen i Besitidelse, 
hvorved vistnok endnu hidtil Polartheorien i hans Fremstilling har 
Btaaet hjælpende som det liele Fænomens mekaniske Bevismiddel, 
har han imidlertid nu hævet sig til at fremsætte sin Lære om Dua- 
liteten ren og abstrakt i: „Considérations philosophiques sttr les 
éUmens de la scimce de l'étendue"'*) (trykt Jan. 1826). 

Her fremstiller han Dualiteten, hvilken Benævnelse her for 
første Gang indføres, som én de ikke metrislce Sætiimger tilhørende 
karakteristisk Egenskab, der Jil (herflod kan godtgjøres som en 
„uundgaaelig Følge af Egenskaberne vedrørende Poler, Polarer etc. 
„ved Kurver og Flader af 2den. Orden", men som han foresætter 
sig at udlede paa en Maade, der i selve Beviserne og den hele 
Udvikling lader den dualistiske Natur fremtræde. Til den Ende 
opfører han i systematisk Rækkefølge en stræng Theori, i Spidsen 
for hvilken han sætter som „Notions préliminaires" : 

1) 3 Punkter A og B be- I) 2 Planer J. og .B bestemme en 
stemme en ret Linje AB. ret Linje AB. 

0. s. V. 

Stof til fcixempler yder ham iøvrigt næsten alt, hvad vi har 
nævnt af dualistisk Karakter fra Annalerne, saaledes de to Sæt- 
ninger, vi have skjænket særlig Omtale (pag. 84), og som hvis For- 
fatter han her nævner Coriolis. 

Hans Theori indskrænker sig dog endnu, hvad den udførte Del 
af samme angaar, tii Figurer sammensatte af 1ste Grads Elementer 
(Punkter, rette Linjer, Planer), men Betragtningerne gjcnnemføres 
baade for Rummet og Planet. Istedetfor at anskue Punktet som 
Bærer for en Geometri af 2 Dimensioner, reciprok til Plangeometrien, 
ynder han dog lidt inkonsekvent, at erstatte denne Betragtning ved 
den tilsvarende sfæriske Geometri (paa Kuglen om det samme Punkt, 
som Centrum}.''') 

En vigtig Bemærkning sætter ham i Stand til ogsaa antyd- 
ningsvis at kunne inddrage Kurver og krumme Flader under sin 
Fordring om de deskriptive Egenskabers rent dualistiske Udvikling, 
hvor han nemlig i en tospaltet Note gjør opmærksom paa: 1) et 
Keglesnits deskriptive Frembringelse ved en ret Linjes Skjæring 
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byrdes Skjæring, og 2) (i aden Spalte) den tilsvarende Beskrivelse 
af en 3den Ordens Kegle ved Omhylling af Planet gjemiem et 
givetPunkt og den rette Linje, der glider paa tre andre. Saaledes 
kan han udtale „at have godtgjort de to Punkter i den mathema- 
„tiske Filosofi: 1", At der gives en betydelig Afdeling af Geome- 
„trien, hvori Sætningerne saaveisoin de Ræsonnementer, hvorved 
„de udledes, svare til hinanden to og to, og det: „en vertu de la 
„nature méme de l'éimdu". 2". At denne Del af Geometrien, som 
„vilde faa en stor Udvidelse ved Optagelse af krumme Linjer og 
„Flader, kan udvikles uafhængig af enhver Regning og af Kjend- 
„skabet til de metriske Størrelser, man betragter". 

Hermed har Gergonne tillige gjort Udkast til, hvad v. Staudi se- 
nere har kaldt „Geometrie der Lage". 

Det meste af Stoffet i denne Afhandling var rigtignok bekjendt, 
og det medgiver ogsaa Gergonne, men hans Opfatning af Dualite- 
ten som en de deskriptive Egenskaber ved de rumlige Udstræk- 
ninger eo ipso tilkommende Karakter, hvis Udvikling kunde til- 
bageføres til de første elementære Priuciper, var ny og maa beteg- 
nes som et fundamentalt Fremskridt. Poncelei erkjendte selv paa 
sine gamle Dage aldrig dette; af ham forblev altid denne Opfat- 
ning uvurderet, ligesom han ogsaa pleiede at betegne Gergonne's 
Brug af tospaltet Tryk som en Afi'ektation. 

Dog har denne sidste særdeles iøinefaldende Methode vistnok 
havt ikke ringe Indilydelse paaTheoriens hurtige Udbredelse, lige- 
som den fra denne Tid af bliver temmelig almindelig at træffe i An- 
nalerne. Valles, en ung lovende Mathematiker, er den første-, 
der benytter den tospaltede Udtale. Senere gjør flere andre, saa- 
ledes Bobillier, hyppig Brug af den. At imidlertid ikke alle, som 
fik sine Sætninger trykt tospaltet i Gergonné's Annaler, oprindelig 
har havt det til Hensigt beviser den PlucTter'sJce Sag. Sommeren 
1826 havde nemlig Flucher indsendt en Opsats om Keglesnits Be- 
riaring'^), som efter hans eget Sigende'^) i den tospaltede Form (den 
indeholder 21 tospaltede Sider) og den Omredaktion, Gergonne 
vilkaarlig havde tilladt sig at give den, af Forfatteren kun gjen- 
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kjenUtes, „fordi den havde hans Navn i Spidsen." Pluclcer synes i 
Begyndelsen ikke at have gjort noget Væsen heraf, thi han sender 
freuideies hyppig Bidrag til Annalerne; men, da han mod sin Vilje 
og længe endog uden sit Vidende paa Grund af denne Afhand- 
ling blev flettet ind i den Polemik, som fulgte, sendte han 1828 
Gergonne hl, a. en Redegjørelse i Form af Bevis for selvstændig 
at være kommen efter Reciprocitetens Lov, som denne rigtignok 
lod uændset"). 

Forholdet mellem Foiicelet og Gergonne frembyder endnu et 
Par Faoer af Interesse, inden det endelige Brud sker. Arago 
havde ved et Besøg hos Gergonne i Montpellier omtalt Foncelet's 
ovenfor nævnte 1824 til Akademiet indsendte Afhandling med Til- 
føielse, at disse Ting nu „næsten vare gaaede af Mode i Akade- 
miet", og Gergonne, der synes at have Indtryk af, at Foncelet's 
Afhandling var af ganske ny Datum, anmoder Foncelet (i Brev af 
1ste Novbr. 1836)'^) om nogle Oplysninger om samme. Foncelet, 
der skyndte sig at sende den forønskede Annonce, blev imidlertid 
noget overrasket ved ikke længe efter (Jan. eller Febr. 1827)'") 
i Annalerne at se indtaget ikke sin Redegjørelse, men et nyt Ar- 
beide af Gergonne, der med Udgangspunkt ikke uligt Foncelet's 
egen Afhandling af 1817 lader ham og hans Arbeider fuldstændig 
unævnte, men rigtignok som til Gjengjæld for at have tilsidesat de 
af ham fundne Resultater indeholder betydelige Feil. 

I denne Afhandling: „Recherches sur quelques lois générales 
qui régissent les lignes et surfaces algébriques de tous les ordres", 
der ved at benytte reciproke Polarer m. H, t. et Keglesnit i me- 
thodisk Henseende viser et Tilbageskridt fra Forfatterens seneste 
Standpunkt, gaar Gergonne ud fra en Art Sætninger, han nylig har 
fundet, om det fuldstændige Skjæringspunktssy stems Degeneration, 
der som hekjendt er af stor Betydning, men lader sig ved forha- 
stet Ræsonnement forlede til at opstille som reciproke to Sætnin- 
ger, hvoraf den tilhøire sees at være falsk: 

Hvis blandt de (j) -f g)*Skjæ- Hvis hlandt de (p + q)^ Fæl- 

ringspunkter for to Kurver af lestangenter for to Kurver af 
ip+q)" Orden in p{p + q) ere ip + q)" Orden de ^(p + S) tan- 
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beliggeiifie paa en Kurve af p" gere en Kurve af p"' Orden, taii- 
Orden, ligge de øvrige g(p +q) gere de øvrige q(p + ii) en Kurve 
paa eti af q'^ Orden. af q" Orden, 

og fra disse igjen en hel Theovi, hvori rigtigt og falskt paa lig- 
nende Vis følges ad. Disse i Grunden temmelig aabenbare Feii 
oversees, fordi han ved at prøve dem paa Kurver af anden Orden, 
erholder Pascal's og Brianchon's Sætninger. Og dog sker dette 
kun ved atter at begaa nye Feii af samme Art, idet f. Ex. Punktet, 
der er den simpleste Omhyllingskurve, behandles som Kurve af 
1ste Orden. Omtrent alt, hvad G^cr(/oM«c her trykker i høire Spalte 
er feilagtigt, og, hvad værre er, hans Ræsonnement smitter, saaselv 
Bohillier, der følger ham og gaar ud fra, hvad han her har „bevist", 
leverer lignende falske Sætninger. 

Som man vil have bemærket, er den Feii, Gergonne gjør sig 
skyldig i, saa meget større, som Fmcelet allerede 1817 havde 
fundet Antallet af Tangenter fra et Punkt til en Kui-v« uden Sin- 
gulariteter og af Fællestangenter for to saadanne Kurver — hvilken 
Afhandling desuden Gergonne ellers ikke saa sjelden omtaler. 

Poncelet gjorde ikke strax opmærksom paa disse B'eil, som 
ingen anden synes at have opdaget, og imidlertid tryktes hans om- 
talte Annonce om den til Akademiet indleverede Afhandling''''). Denne 
Redegjørelse, der i nogen Grad drog tilfelts mod den nye Benæv- 
nelse „Dualiteten" og gjorde Reklamationer gjældende i Anledning 
af PfHcyfcer'.s Artikler, fremkaldte etSvarfra Ger^OKwe^^), der som alt, 
der hidtil har været vexlet mellem de to Mathem atikere, er holdt 
i en overfor Poncelet smigrende og velvillig Tone, og udhæver 
hans Fortjenester, med Beklagelse over hans Overgang til et andet 
Studium, men hævder dog ogsaa ved sin Indførelse af den absolute 
Dualitet at have ydet ikke mindre værdifulde Bidrag til Principets 
Forstaaelse og Udbredelse. Han tager derhos PlUcker i Forsvar, 
om end maaske noget anderledes, end denne selv vilde have gjort. 
Sluttelig gjør han opmærksom paa den sproglige Mangel, som 
Gjennemførelsen af Dualiteten støder paa, idet det tekniske Sprog- 
stof kun er ensidig bearbeidet, en Mangel, som først langt senere 
de tydske Forfattere have søgt at raade Bod paa. 
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I Mai 1827 iæstes imidlertid i -FtfMSa'itc's „BuHeHndessåences", 
med hvis Redaktion Gergonne stod i Forbindelse, at Poncelet nylig 
havde forelagt Akademieten Afhandling, hvori han virfløftigere havde 
gjenoptaget Gergonné's Undersøgelser om Dualiteten.^") 

Hvad man end vil sige om den temmelig bitre og med Hen- 
syn til Dommen over Gergonné's Dualitet ensidige Reklamation af 
Prioriteten til sit Reciprocitetsprineip, som Poncelet nogen Tid 
efter (1827) tihundte Ferussac' s Bulletin^^), saa vil man dog indrømme, 
at den var høist forklarlig ovenpaa en saadan Meddelelse, hvor 
paatagelig falsk denne end havde været. 

Gergonné's^*) Svar paa denne Reklamation, hvori Poncelet oplyser 
om sine Arbeiders Prioritet samt gjør opmærksom paa de ' store 
i Gergonné's og derfra i BobilUer's seneste Arbeider indløbne Feil, 
og som Gergonne rykkede ind i Annalerne, var en dobbelt Art og 
vækker blandede Følelser. Poncelet's af en let forklarlig Harme 
dikterede Udbrud vælger han at svare i en Række tilspidsede 
Bemærkninger, i Form af Noter paa Foden af Siderne, hvor de led- 
sage Texten, hyppig anbragte ved hveranden eller hvertredie Linje 
i denne. Navnlig ere de henimod Slutningen af Reklamationen 
fulde af spottende Sarkasmer og Udraab. I disse i det hele en 
Videnskabsmand som Gergonne lidet værdige Noter søger han saa 
meget som mulig at opretholde Indholdet af den paaankede Anmel- 
delse i Ferussac's Bulletin, og hævder, allerede i en længere Aar- 
række at have været i Besiddelse af sin Lære om Dualiteten. Han 
meddeler blandt andet den Oplysning, der ikke lidet modsiger hans 
tidligere Angivelser om samme Hag, at kun den første af de to af 
os oftere berørte linealgeometriske Sætninger i Annalernes 9de Bind 
var af Coriolis: „ . . . . Ved Begyndelsen af 1819 sendte Hr. 
„Goriolis mig uden Bevis et elegant Theorem vedrørende Lineal- 
„geometrien; uden at ane, hvorledes det kunde bevises, nedskrev 
„jeg strax det korrelative lige efter, og fremsatte begge to i mit 
„Tidsskrift". 

Geraader efter vor Mening hans Besvarelse af Poncelet's Re- 
klamationer ham til mindre Ære, da maa vi tilstaa, at hans Ret- 
telse af de Feil, hvorpaa Poncelet har gjort opmærksom, paa den 
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anden Side vidner om hans klave og skarpe Åand. Han foreslaar 
nemlig simpelthen overalt i høire Spalte i de feilagtige Sætninger 
at ombytte Ordet „Orden" med et nyt Ord „Klasse", der skal be- 
tegne Antallet af Tangenter til en given Kurve fra et Punkt i 
sammes Plan, og har ved denne sin Rettelse ikke alene berigtiget 
alle de paaankede Sætninger, men indført en ny heldig Betegnelse 
i det mathematiske Sprog, der maa siges at have havt den sterste 
Betydning. Den optoges ogsaa øieblikkelig af samtlige Geometere, 
Poncelet iberegnet, og Tliicker gjør, idet han (Grelle J. Bd. 12) 
tager den i Brug, den Bemærkning: „la méprise méme d'un homme 
d'ésprit porte ses fruits". 

Sætningen tilhøire (pag. 89) kom altsaa til at lyde: 
Hvis blandt de {p + qf Fællestangenter for to Kurver af 
ip-'rq)" Klasse de p{p + q) tangere en Kurve af p" Klasse, tan- 
gere de øvrige q{p-^q) en Kurve af q" Klasse. 

T)e øvrige Indlæg fra de forskjellige Sider i den heftige htte- 
rære Feide, som udspandt sig mellem PonceJei og Gergonne, inter- 
essere os ikke. Vi gaa heller over til i Korthed at omtale Ponce- 
føC? endelig 1829 iCrelles Journal udkomne „Théorie générale etc."^*). 
De Fremskridt, der i 1829 betegnes ved denne, er fomemlig 
følgende: Reciprociteten i Rummet, som Gergonne i 1824—99 
ikke har behandlet uden for Polyedrenes Vedkommende, udstræk- 
kes til Flader, og der opstilles foruden Analoga til de fleste tid- 
ligere angivne Sætninger om Kurver, tillige en stor Mængde nyt, 
som det forøgede Antal Dimensioner giver Anledning til. Vi ville 
særlig nævne forskjellige Undersøgelser over developpahle Flader 
samt en ikke uvigtig Bemærkning, der synes lidet paaagtet, nem- 
lig den, at et Par af Dupin's konjugerede Tangenter reciprokt 
svare til et lignende Par paa den reciproke Flade. Af denne Be- 
mærkning følger nemlig uden Vanskelighed, at elliptisk krummede 
Partier svare til elliptisk, hyperholsk til hyperbolsk krammede, af 
to reciproke Flader. 

Af megen Interesse er hans Bemærkning om visse rent me- 
triske Relationers Reciprocitet Han gjør herved en speciel Brug 
af Cirkelen (Kuglen) som den Reciprociten formidlende 2den Grads 
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Kurve (Flade). To Punkter sces nemlig fra Cirkelens Centrum 
under samme Vinkel, hvorunder deres Polarer skjærc hinanden. 
Ved denne Bemærkning opnaaes der Reciprocitet mellem Sætnin- 
ger af tilsyneladende saa forskjellig Karakter som: 

I en Cirkel ere Periferivink- Det Stykke af en bevægelig 

lerne paa samme Bue lige store. Tangent til et Keglesnit, deraf- 
skjæres meilem to faste Tan- 
genter til samme, sees fra Kegle- 
snittets Brændpunkter under kon- 
stante Vinkler, 
Thi en Cirkels reciproke Polare med Hensyn til en anden 
Cirkel er et Keglesnit med det ene Brændpunkt i den sidstes Cen- 
trum. Man sammenligne hermed de Brændpunktsegenskaber, der 
anføres i næste Kapitel. — Af Interesse er ogsaa hansUdledeise af 
metrisk-projeMive Egenskabers Reciprocitet (sign. Note^) til Kap. UV). 

Det var dog ikke i Frankrig alene, den dualistiske Reciprocitet 
— - for at vælge et Udtryk, der minder saavel om Qeriyomie som 
nm Poncelet — blev opdaget ved selvstændigt Studium. Ogsaa i 
Tydskiand havde man ad Spekulationens Vei naaet lignende Re- 
sultater. MoUiis's forskjellige Ideer i „der barycentrische Calcu!" 
ville vi omtale under ét i vort Slutningskapitel, men FUlcher, som 
vi allerede har havt Leilighed til at nævne i dette, kunne vi van- 
skeligere forbigaa her. Dertil er hans Fortjenester paa dette sær- 
lige Omraade altfor betydelige og eiendommelige. Vi have allerede 
tidligere omtalt, at han kunde sende Gergonne Bevis for selvstæn- 
dig at have opdaget Reciprociteten. Den Vei, ad hvilken han har 
naaet den, er imidlertid hel forskjellig fråde franske Synthetikeres. 
Han finder den ad Analysens. Vi ville ikke her nærmere gaa ind 
paa den Tankerække, der her har ledet ham, men, idet vi forresten 
henviser til hans Fortale i „Analytisch-geometrische Entwickel ungen" 
Bd. 2, kun nævne, at ogsaa for ham oprindelig Forholdene ved Pol 
og Polare ved Keglesnit, men rigtignok deres algebraiske Udtryk 
var det oprindelige Incitament. 

Ft Par Aar efter fik han den Ide, at heirncjir Koefficienterne, i 
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åen rette Linjes Ligning i stsdvanlige Oartesiske Koordinater som Lin- 
jens Koordinater, en Tanke, der var beslægtet med almindeligere 
Betragtninger over Koordinatsystemer, ban tidligere havde anstillet. 
Denne Ide viste sig strax yderst frugtbar, idet den ikke alene 
øieblikkelig affødte det analytiske Pendant til Gergonne's absolute 
Dualitet for Planet og ved simpel Udvidelse de analoge Betragt- 
ninger for Rummet, men danner Udgangspunktet for et almindeligt 
Overførelsesprincip („Uebertragungspr."), der kan formuleres: 

En hmlhensomhelst given geometrisk Relation svarer gjennem 
sit analytiske Udtryk i et givet Koordinatsystem til ligesaamange 
andre geometriske Relationer, som der er forskjellige Koordinatsy- 
stemer, hvori det fundne analytiske Udtryk kan afbildes. 

Imidlertid, hvor uimodsigeligt det end er, at <len PonceJet-Ger- 
gonne'ske Reciprocitet mellem Punkt og Plan i Rummet kun er et 
specielt Tilfælde af dette almindeligere Overførelsesprincip, saa 
staar man dog let i denne algebraiske Almindelighed Fare for at 
tabe de rent geometriske Relationers sande Natur af Sigte. Denne 
Bemærkning maa vi gjøre ved at se PlUcker fra et saadant Syns- 
punkt bekjæmpe Gergonne's Anskuelse om den absolute Dualitet.*^) 
Denne finde vi meget mer, overensstemmende med Gergonne, eo 
ipso begrundet i de rumlige Udstrækningers egen Natur, og naar 
Punkt-Linje-Plan nu engang udgjør det anerkjendte elementære 
System for vor Geometri, finde vi den absolute Dualitet egentlig 
derved naturlig begrundet. Vi ser et Bevis mere herfor i selve 
Pliicker^s sidste store nye Tanke, Linjegeometrien i Rummet. 

Indførelsen af P^Mrfter's Linje- og Plankoordinater have som be- 
kjendt atter affødt andre betydningsfulde Fremskridt i den analy- 
tiske Geometri, og Reciprociteten, som derved har erobret sig en 
saa vigtig Plads i Analysen, har igjen derfra kastet nye Streiflys 
ind over forskjellige algebraiske Problemer; vi ville saaledes nævne 
Clebsch's ^Konnexer" med deres nøie Sammenhæng med Theorien 
om Differentialligninger af 1ste Orden, 

Og&aa for ^lekanikm har den geometriske Dualitet vist sig 
betydningsfuld. Vi tænke ikke her paa den i Lighed med Gergon- 
ne's fra Mekaniken hentede Ræsonnement over Cnriolis')^ Sætninger 
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paaviselige Analogi mellem Tyngiiepunktet for flere materielle Punk- 
ter ! samme Plan og Resultanten for flere Kræfter, der angribe i 
samme Punkt, men derimod paa den Dualisme, der finder Sted 
mellem de uendelig smaa Rotationer og Translationer og disses 
Sammensætninger, overensstemmende med den af Poinsot fremsatte 
og senere af Mobius, Chashs og flere bearbejdede Lære. 

For imidlertid at holde os til den rene Geometri har Recipro- 
citeten stillet en Mængde nye Problemer indbefattede i dette ene, 
at gjøre sig fortrolig med Flader og Kurver betragtede som Plan- 
eller LinjeomhylHnger {Klasseflader, Klassekurver) 

Den Lethed, hvormed de reciproke Sætninger udtales ved sim- 
pel mekanisk Omvending, har fristet til at udtale mange af disse, 
medens det virkelige Udseende af de Flader og Kurver, hvorom man 
paaForhaand ved saameget, endnu i mange Tilfælde er lidet kjendt. 
For saaiedes at nævne et Esempel ved man endnu lidet endog om 
Udseendet af den almindelige Flade af 3die Klasse^')- Her foreligger 
et rigt Stof, hvis Studium, efter vor Mening, vil berige med en 
Mængde Erfaringer og, som vi tro, lettest føres ved i Foncelei's 
Aand at studere Fladerne som reciproke Polarer til givne bekjendte 
med Hensyn til f. Ex. en Kugle, 
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IX. 

Det er mulig en sympatli etisk Overdrivelse af os — men vi skulle 
være tilbøielige ti! at tro, at det Emne, nærværende Kapitel har 
til Gjenstand, de rent metriske Egenskabers deslmptive Satw, mere 
end nogen anden Anvendelse af Projektionsprincipet, har tiltalt 
Poncelet selv. Det synes os iatfald, som om det Afsnit af hans 
„Traité", hvor han indfører Læseren i denne Theori, er endnu mere 
heaandet, endnu mere glimrende. Forfatterens Glæde over de Re- 
sultater han fremlægger, endnu mere fremtrædende, end Tilfældet 
er noget andet Sted i Værket. Vi tillægge ogsaa dette Emne et 
særligt Værd og tro, at nogle af de største Fremskridt i Forstaa- 
else af de geometriske Fænomener, som Nutiden har gjort, er at 
søge paa dette Felt. Derfor have vi fundet det hensigtsmæssigt 
at behandle dette Emne særskilt. 

De rent metriske Egenskaber af den mere elementære Natur, 
som vi her overhovedet alene have for Øie, o: saadanne der kan 
udtrykkes ved Relationer af algebraisk, ikke transcendent. Karakter, 
kunne aile ved at refereres til den uendelig Qerne rette Linje og 
de to paa samme beliggende imaginære Cirkelpunkter gives en 
projektiv Karakter og som saadanne gjøres til Gjenstand 

1) for Projektion 

3) for Transformation ved redproke Polarer. 

Det er af Foncelefs Udtalelser udigjennem „Traité" temmelig 
tydeligt, at han allerede her har skimtet') omend først i 1823 ud- 
talt^) denne Lov, som dog i sin strenge Gjennemf øreise bør til- 
skrives nyere Mathem atikere. 
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Hvis man opstiller åen rette Linjes Udmaaling meil valgt 
Enhed som Element i den metriske Geometri paa den rette Linje, 
saa er denne Operation ligefrem projektiv og giver, som Poncelet 
viser'), den perspektiviske Flugtskala (echelle t'uyante). Hvis nem- 
lig A, B, og C ere tre Punkter paa samme rette Linje og man har 

AB=BG, 
saa er ^ og C harmoniske til B og det uendelig fjerne Punkt paa 
Linjen; men harmoniske Punkter danner et projektivt System. 

En umiddelbar Udvidelse heraf er Overgangen fra den abso- 
lute Længdes Udtryk ved en valgt Enhed til et Dobbeltforhold, 
saaledes som den f. Ex. er vist af Glebsch^). 

Heraf følger, at alle Længderelationer langs samme rette Linje 
kan gives en projektiv Karakter ved Hjælp af den valgte Enhed og 
det uendelig fjerne Punkt paa Linjen. 

For herfra at gaa over til metriske Længderelationer i Planet, 
er det kun nødvendigt at reducere to forskjellig rettede Længder 
i Planet til samme Enhed. Dette sker ved Hjælp af Systemet af 
Cirkler med den valgte Enhed til Radius. Systemet af alle Cirkler 
i samme Plan med iigestore Radier er nemlig af projektiv Karakter, 
idet to hvilkes omhelst af disse Cirkler ere definerede ved at have 
et Par Fællestangenters Skjæringspunkt paa en fælles Korde, hvil- 
ken Egenskab er deskriptiv^). Herved er den projektive Karakter 
af saadanne Relationer tilstrækkelig antydet. I Rummet er de ana- 
loge Forhold ogsaa tydelige nok. 

Saaledes er her paavist en almindelig og abstrakt Methode til 
at faa enhver Belation mellem en Figurs Længder til at antage en 
projektiv Karakter. Men ogsaa de Relationer, der udelukkende 
beskjæftige sig med Vinkelrelationer og blandede Relationer, i hvis 
Udtryk, der forekomme saavel Vinkel- som Længderelatipner, kan 
gjøres projektive. For at vise dette ville vi imidlertid først paa- 
pege nogle Følger af Kontinmtetsprincipet^). 

Vi har allerede i Kap. V seet, at Kontinuitetsprincipet indfører 
Ideen om imaginære Punkter. Enhver reel, ret eller algebraisk 
krum, Linje indeholder foruden sine reelle Punkter tillige en Uen- 
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delighed af imaginære, der altid maa tænkes forekommende parvis 
konjugerede. 

Men herfra er der igjen kun et kort Skridt til at tænke sig 
algebraiske Kurver af en Natur, der analytisk vilde svare til Lig- 
ninger med imaginære Koeffidenter, f. Ex. en Cirkel med imagi- 
nært Centrum, eller en imaginær ret Linje, hvilken man umiddel- 
bart kommer til ved at skulle drage Tangenter til et Keglesnit fra 
et Punkt „indenfor" samme. 

Trækker man Tangenter til et Central Keglesnit fra dets Cen- 
trum, erholdes dets Assymtoter, ved Hyperbelen reelle, ved Ellipsen, 
specielt Cirkelen, imaginære. Et Par Åssymtoter betragtede som 
degeneret Keglesnit (Nulkeglesnit) har fremdeles, med de nødven- 
dige Modifikationer, Keglesnittets Egenskaber; kun er en Skare 
Punkter faldne sammen i ét. Nulcirkelen erholdes, naar man op- 
stiller Betingelsen, at Radius skal være = 0. Den bestaar af to 
Cirkelasaymtoter gjenoem et givet Centnim (der kan være reelt 
eller imaginært). At alle Cirkier er ligedannede, medfører, at de 
har to faste Punkter paa den uendelig fjerne rette Linje tilfælles. 

Cirkel assymtoterne i et Plan udgjøres altsaa af alle rette Linjer 
i Planet, der gaar ti! det ene eller det andet af do to imaginære 
Punkter paa den uendelige Ijerne rette Linje, hvorigjennem enhver 
Cirkel i Planet gaar. Ligesaa kaldes enhver 3den Grads Kurve 
(degenereret eller ikke), der gaar gjennem disse to Punkter („Cir- 
kelpunkterne"), en Cirkel, 

En Cirkelassymtote maa nu i Konsekventse med sin Definition 
tænkes i Besiddelse af en Række Egenskaber, der kunne høres 
paradoxale nok, men som desuagtet danne Udgangspunkt for strenge 
Slutninger, ved hvis Hjælp nye Fremskridt ere skeede i de alge- 
braiske Fladers og Kurvers Theori. Vi ville nævne et Par af disse 
Egenskaber : 

1) Afstanden mellem to hvilkesomhelst i det Endelige'') belig- 
gende Funleter paa samme Cirkelassymtote er Nul. Kaldes nemlig 
det ene af Punkterne A, det andet B og lægges gjennem A en 
Linje ogsaa til det andet Cirkelpunkt, saa udgjøre disse fco Linjer 
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en Cirkel med Radius = Nul o: alle Punkter i deiiue Cirkel har en 
Afstand Nul fra Centrum, her A. 

Sagen sees simpelt analytisk. Nul-Cirkelen ora ^har til Lig- 
ning, ifald A vælges til Origo for et retvinklet Axesystem: 

den deler sig i to lineære Faktorer: 

X -\- iy =■• O ; x — ty = O i=^y~i 

Ethvert Punkt paa den ene eller anden af disse to rette Lin- 
jer har, som man ser, en Afstand fra Origo lig Nu!. 

2) En Cirkelassymtote danner en hvilhensomhelst Vinkel med 
sig sele. 

Vælges to Punkter A og B paa samme Cirkelassymtote samt 
et ganske vilkaarligt Punkt M i Planet, er det geometriske Sted 
foc Punktet ilf under Betingelse af, at Vinkelen AME skal forblive 
konstant, en Cirkel; denne er i nærværende Tilfælde en degenere- 
ret Cirkel, og alle dens Punkter, altsaa ogsaa Punkterne M' paa 
selve Linjen AJB, opfylder Betingelsen; 

o: / AM'B= Z ^MB; 
hvilket, da M var vilkaarligt, udtaler, at Cirkelassymtotens Retning 
danner en ubestemt Vinkel med sig selv, der kan gives alle mulige 
Værdier. 

Ogsaa denne Sætning, der er særdeles vigtig, hør tillige sees 
fra det mere gjæogse analytiske Standpunkt. 

Cirkelassymtoten: 

y =:ix 
danner Vinkelen « med en Linje, hvis Ligning er 



men den sidste Ligning gaar, da for hver Værdi af a 
^ ± tgo, _ . 

over til y = ix 

3: Linjen y^ix danner en hvilkensomholst Vinkel cc med sig selv. 
3) At to rette Linjer i Flanet staa lodret paa hinanden udtryk- 
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her, at de ere harmoniske til Girkelansymioterne gjennem deres Skjæ- 
ringpurikt. 

De to Perpendikulærer ere nemlig konjugeredeDiametere i en 
Cirkel om deres Skjæringspunkt, ved hvilken Bemærkning man er 
ført tilbage til en Egenskab fælles for alle Centralkeglesnit. 

Disse og en Mængde andre Egenskaber ere særegne for Cir- 
kelasaymtoterne og laiie dem i Forening med den uendelig fjerne 
rette Linje selv fremtræde for den projektive Betragtning, som 
Elementer, der spille den egentlige Rolle ved Kurvernes metriske 



Medens saaledes Assymtoter, Diametre o. s. v. vise sig som 
staaende i en særlig Relation til den uendelig Qerne rette Linje 
danne Normalegenskaber, Læren om Brændpunkter o, s. v. Frem- 
toninger, hvorved Girkelassymtoterne eller de to imaginære „Cir- 
kelpnnkter" særlig optræde. 

En hvilkensomhelst moderne Lærebog vii vise, i hvilken Grad 
disse Forestillinger ere trængte igjennem. Sahnon begynder saa- 
ledes sin „Treatise on the higher plane curves" med følgende Ord: 

„We have in the plane a special line, the line infinity; and 
„on this line two special (imaginary) points, the circular points at 
„infinity. A geometrica! theorem has either no relation to the 
„speciel line and points, and it is then descriptive; or it has a 
„relation to them, and it is then metrical". 

Tilknytningen til Normal- eller i det Hele Vinkelegenskaber 
sker ved den Sammenhæng, der finder Sted mellem Størrelsen af 
Vinkelen og et af de Dobbelttorhold, som Straaleknippet, dannet 
af Vinkelens Ben og de to Cirkelassymtoter gjennem dens Top- 
punkt giver. Denne Sammenhæng, der er paavist af Laguerre^), 
kan maaske simplest frematiiles paa følgende Maade'), idet man 
erindrer, at Straaleb undte ts Dobbeltforholde ere identiske med 
Dobbeltforholdene mellem Straalernes Skjæringspunkter paa en vil- 
kaarlig ret Linje: 

Henført til et retvinklet Axesystem bestaaende af den givne 
Vinkel a's og dens Supplementsvinkels Halverings linjer, er de to 
Vinkelbens Ligninger; 
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2/ ^ tg ^^ Æ 

i/ = — tg \x. 

De to Cirkelassymtoter gjennem Oi'igo har Ligningerne: 
y = ix 
y = — ix. 
Lægges en Transversal parallel med Y-axen i Afstand fra denne 
lig + 1, erholdes det søgte Dobbeltforhold paa denne: 

_»-*«! -•-'gf 
i + tgf '-i + tgl' 



hvilket reduceres til; 



(■ns — ) mti — ' 



eller : /.'^'=^^-^ lognat d. 

Kaides det her benyttede Dobbeltforhold „Vinkelbenenes Dob- 
beltforhold med Cirkelassymtoterne", saa er en Vinkel herved de- 
fineret ved den naturlige Logarithme til dette Dohheltfarkold, divi- 
deret med 2i. 

Sættes esempelvis: (?= — 1 , 

faaes : Z ^ == -^- lognat (—1) ; 

men : iognat (— 1) = {ik -+■ 1) n, i^' = pos., O, el. neg, helt Tal). 

hvoraf: Z (^ = ^^ '^■ 

Den rette Vinkels Ben er altsaa harmoniske til Cirkelassym- 
toterne gjennem Toppunktet, hvilket ogsaa tidligere er vist. 

Laguerre's mærkelige Formel, der ved Hjælp af den fra Funk- 
tionslæren hekjendte Relation mellem Logarithmen og Arcus'en 
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forbinder Vink el begreb et med del projektive Dobbeitforhold, dan- 
ner, som man iet indser, et nyt og vigtigt Udgangspunkt, hvorfra 
metriske Sætningers deskriptive Karakter lader sig udlede. 

Idet vi afholde os fra yderligere at gaa ind paa dette E'elt, 
skal vi kun nævne, at de to „Cirkelpunkter", hvis Indgriben paa 
dette Omraade her er seet, opfattet som Otnhyllingskurve, danner 
et degeneret Keglesnit med alle Cirkelassymtoter (+ den uendelig 
fjerne rette Linje) til Tangenter. 

De metriske Relationer angaaende Vinkler, kunne, som vi har 
seet, henføres til Dobbeltforholdsrelationer med Hensyn til dette 
Keglesnit. 

Herfra har Cai/ley^") gaaet et Skridt videre ved at undersøge 
Formen for Maalsbestemmelser i Almindelighed, naar dette dege- 
nererede Keglesnit erstattes af et ordinært Keglesnit. 

Denne Maalbestemmelse har den Særegenhed, a,t Længder l]ge~ 
saavel som Vinhier erholder en ahsohtt Enhed, og der opstaar en 
fuldhommen Dualisme i Modsætning til den i den almindelige Metri 
raadende ufuldkomne Dualisme, idet „Længde" og „Vinkel" ikke 
svare komplet til hinanden. Denne af Cayley opstillede udvidede 
Maalsbestemmelse har en særlig Interesse ved sine Berøringspunkter 
med den saakaldte ilike-Eu}didishe Geometri, hvilket sidstnævnte 
Tankeesperiment kaster et nyt Lys over alle herhen hørende Kon- 
ceptioner. Paavisningen heraf skyldes Klein^'). 

Medens disse mere filosofiske Betragtninger over Planets 
Metri fomemiig skyldes PoMcrfei's Efterfølgere, idet vi dog erindre, 
at Udgangspunktet for samme er at søge i de nye Forestillinger, 
hvormed „Traité des propriétés projeetives" har heriget Geome- 
trien, er de algebraiske Kurvers og Fladers metriske Egenskabers 
Udledning af projektive Betragtninger mere direkte at tilbageføre 
til Poncelet, der har givet den tilsvarende Theori for Keglesnittene 
i en saadan Form, at Generalisationen laa temmelig nær, og selv 
overdraget dem til Rummet, 

Af de metriske Keglesnitsegenskaber, der ikke har Hensyn 
alene til den uendelig fjerne rette Linje (saaledes som Diameter- 
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egensltaber og lign.) odgjør Brændpunktsegenskaberne en meget 
talvig Klasse. 

Opfatningen af Brændpunktets egentlige Karakter har i Tidens 
Løb været temmelig forskjellig og vilde give Anledning til en 
interessant historisk Monografi. Dette Problems rette Løsning skyl- 
des Poncelet, der gav den bekjendte Definition af et Brændpunkt: 

Et Punkt, hvorfra Tangenterne til det givne Keglesnit er et Par 
Cirke lassym tot er. 

Fra hvert af „Cirkelpunkterne" kan der drages to Tangenter 
til Keglesnittet. Disse skjære hinanden i 4 Punkter, to reelle og 
to koujugerede imaginære. Alle disse fire Punkter ere Brændpunk- 
ter; det reelle Par er, hvad der vanlig gaar under dette Navn. 

Med Hensyn til de Betragtninger, ad hvilke han kommer til 
dette Resultat, ville vi, for ikke at indlade os formeget paa Detal- 
jer, her indskrænke os til følgende; Han gaar i sin FremstiHing 
ud fra en Sætning om et i et Keglesnit indskrevet Triangel ABC, 
der glider med en af sine Sider AS paa et andet Keglesnit, der 
har dobbelt Kontakt med det givne. Hvis her en anden af Tri- 




! Sider f. Ex. AO gaar gjennem et fast Punkt D paa Kegle- 
snittenes Kontaktkorde, vil ogsaa den tredie BC gaa gennem et 
fast Punkt E paa samme. Ved Beviset herfor kan Projektionen 
faa en smuk Anvendelse, idet de to Keglesnit lade sig projicere 
til to koncentriske Cirkler (se Pag. 74). Kontaktkorden biiver da den 
uendelig fjerne rette Linje. 

Er her det ydre Keglesnit en Cirkel, det andet et med samme 
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koncentrisk Centralkeglestit, altsaa Kontaktkorden en fælles Axe, 
er videre det ene faste Punkt paa denne det fælles Centrum, da 
er det andet Keglesnittets ene Brændpunkt. 

Ved et elegant direkte Ræsonnement erkjender han for dette 
Punkt de bekjendte Egenskaber og føier hertil, som den for hans 
Betragtning egentlige fundamentale, følgende (dev siiyldes deLahire): 



-^ 



1 ethvert Keylesnii er Linjen, der forbinder et Brændpunkt F 
med Folen P til en ret lAnje MN gjennem samme, lodret paa Se- 
Mnten MN. 

Hvis F tillige er Brændpunkt for et andet Keglesnit, vil MN 
med Hensyn til dette i Almindelighed bestemme en ny Pol P', dog 
saa, at FTF" er en ret Linje. 



To Keglesnit med et fælles Brændpunkt har altsaa den Egen- 
skab, at de Poler, de bestemme med Hensyn til en vilkaarlig ret 
Idnje gjennem dette BrændprniU, Ugger paa ret Linje med dette. 

Lad MN være en Tangent fra Brændpunktet til det første 
Keglesnit, da vil Polen P falde i seive MN; altsaa vil P*, siden 
FFF er en ret Linje, ogsaa ligge paa -MiV a: MN maaogsaa tan- 
gere det andet Keglesnit. Dette Ræsonnement ført for begge Tan- 
genter fra F til det første Keglesnit viser nu, at: 

F er Skjæricgspunktet for to fælles Tangenter til begge Kegle- 
snit o: F er et Homologicentrum for de to Keglesnit. 
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Herved er paa cien ene Side Homologipriucipets Resultater 
umiddelbart at anvende; det hele faar den mest udprægede de- 
skriptive Karakter. 

Hvis man paa den anden Side videre med Foncelet lader 
det ene af Keglesnittene være en Cirkel, hvorved F bliver dennes 
Centrum, har man umiddelbart den af os udhævede Grundegenskab, 
at Tangenterne til et Keglesnit fra dets Brændpunhter ere Cirhel- 
assymtoter. 

Den Rolle denne sidste Egenskab spiller ved alle de bekjendte 
Vinkelrelationer, som karakterisere et Keglesnits Brændpunktsegen- 
skaber, vil være aabenbar efter de almindelige Betragtninger, vi 
tidligere have anstillet i dette Kapitel. Bemærkningen om et 
fælles Brændpunkt som Horaologicentrum, aabner en ny Behand- 
ling for konfokale Keglesnit, der ved Projektion gaar over til 
samme Kategori som Keglesnit indskrevne i en Firkant. 

Det var Plucher forbeholdt at udvide den af Poncelet givne 
Definition paa Brændpunkt til algebraiske Kurver i Planet i Al- 
mindelighed.^^) 

JEi BrændpunM for ett plan algebraisk Kurve er i Almindelig- 
hed et Funkt, hvorfra der Mn trtekhes to Tangenter til Kurven, der 
ere Cirhelassymtoter. En Kurve af m*« Klasse har saaledes m reelle 
Brændpunkter. 

Laguerre, hvem flere Opdagelser paa de metriske Egenska- 
bers Omraade skyldes, har i den senere Tid i en Række Sætninger 
i „Gomptes rendtis" vist, hvor indgribende denne Udvidelse i Virke- 
ligheden er.") 

Vi have for at kunne holde os nærmere til Foncelet og hans 
Værk, hidtil med Flid bevæget os i Planet. Selvfølgelig give de 
metriske Egenskaber i Rummet de her fremstillede plane Intet 
efter i Henseende til Interesse og Harmoni. Den Rolle, som hist 
Cirkelpunkterne spille, spiller her den uendelig fjerne imaginære 
Ciriel, der er fællea for alle Kugler. Analogien kan følges i al 
Detalj, kun at Rigdommen i Anvendelser og i Lovenes Kombina- 
tioner selvftilgelig er voset med Antallet af Dimensioner. Medens 
j Planet Cirkelassymtoteme omhylle et degenereret Keglesnit, udbøre 
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de rette Linjer, „af Længde = O" i Rummet en speciel Lmjehom- 
plex, nemlig alle rette Linjer, der skjære et vist Keglesnit. De 
metriske Egenskaber, som disse formidle, strækker sig over en lie! 
Række Gebeter, der skulle belyses: 

1) Punktdannelser: 2) Plandannelser: 

a) Vinde Kurver, b) Devellopaole Flader, 

c) Flader. 

31 Linjedannelser: 

d) Linjeflader. 

e) lÅnjehongruentser. 

f) LinjeTtomplexer. 

Den største De! af disse Gebeter er. endnu metrisk lidet un- 
dersøgte. Vi ville kun nævne Analoga til Plankurvernes Brænd- 
punkter, som et Felt, hvor vi tro Laguerre's Sætninger ville finde 
interessante Udvidelser. 

Hvad angaar Cayley's ovenfor omtalte udvidede Maalbestem- 
melse, da er den af Klein overført ogsaa til Rummet. Den er- 
statter den uendelig fjerne Cirkel med en anden Grads Flade. 
Afstanden ÅB beror da paa det Dobbeltforhold, som finder Sted 
paa Linjen .4.B mellem de to Punkter ^ og JJ og Linjens Skjærings- 
punkter med den valgte Flade, og Vinkelen mellem to Planere og 
B paa Dobbeltforholdet mellem A, B og de to Tangentplaner fva 
Skjæringslinjen til Fladen. Som man ser er Dualismen fuldkommen. 

Her er tillige Stedet til at nævne den Lie'sJce Kuglegeometri, 
som et af de nyeste Vidnesbyrd om Bærevidden af de herhenhø- 
rende Ideer. At denne Betragtning af Ruglen som Rumelement 
bliver af største Betydning for Rummets metriske Egenskaber, er 
allerede af det før sagte indlysende. Specielt har den vist sig af 
indgribende Betydning tor Læren om Fladers Krumning. 

Vi kunne ikke ende dette Kapitel uden at nævne, hvorledes 
gjennem den moderne Metri selv Cinematiken og Mekaniken berø- 
res af den projektive Methode og dens eiendommelige Algebra. 
Den elementære (dualistiske) Lære om Bevægelsers Sammensætning 
af rotatoriske og translatoriske. leder ved de ovenfor viste Betragt- 
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ninger direkte ind pua disse Elementarbevægelsers Relation til det 
uendelig fjerne Plan (Translation) og den imaginære Cirkel (Rota- 
tion). Hvorledes Projektionen hermed kan overføres paa Meka- 
nikens Omraade er for faa Aar siden vist af Lindemann.^*). 

Vi har i det Foregaaende vist en Række Ideer, hørende de 
sidste 50 Aar til, hvis Vigtighed ikke vil bestrides, og som alle 
paa det nøieste slutte sig til hine af Poncdet fremsatte, af enkelte 
af hans Samtid som „romantiske" karakteriserede, Theorier. Skulde 
der endnu findes nogen, der vil drage disse Ideers Berettigelse i 
Tvivl, da vil han nu dømmes af et halvt Aarhundredes ubønhørlige 
Udvikling. En anden Sag er det, at maaske Vigtigheden af dette 
eller hint Fremskridt kan bedømmes forskjellig, og at isaafald 
Jlfe(ne»s Vigtighed af andre kan sættes anderledes, end vi ere til- 
bøilige til. For os staar denne Gren af Geometrien som særlig 
vigtig og den Litteratur, som Foncelefs Ideer her har givet Stødet 
til som særlig betydningsfuld. 
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Vi har ovenfor (Kap. VU) sagt, at den egentlige Projektion 
som Methode forsømtes af de Senere. Poncelet selv vedblev i en 
Eække Opsatser, der indleveredes til det franske Akademi og efter 
Bruddet med Gergonne offentliggjordes i CrelWs Journal, som med 
stor Ærbødighed aabaedes for ham, at behandle sin Methode, 
De geometriske af hans Arbeider ere samlede i 2det Bind at' 
„Traité des propriétés projectives des figures" i den nye Udgave 
af 1865—66. Vi meddele her en kort Oversigt over disse Afhand- 
linger. 

1) Théorie générale des centres de moyennes hartnoniques') ; 
forfattet 1823, fremlagt for Akademiet 1834, trykt i Grelle Journal 
for 1828, indeholder som „Traité des propr. proj." den fuldstæn- 
dige Redaktion af en Række Undersøgelser fra tidligere Tider 
(1815 — 16) nemlig tilhørende dem, vi have omtalt (Kap. IV) som 
paavirkede af Madaurin. Afhandlingen staar i Klarhed og Dybde 
ved Siden af de bedste Afsnit af „Traité", men beskjæftiger sig 
endnu kun med Systemer af Planer og rette Linjer; den fremlæg- 
ger Elementarbegreber, som den senere Geometri med stor Effekt 
har ^ort Brug af for Studiet af algebraiske Kurver og Flader. 

3) Théorie générales despolaires réciproqiies'^) forfattet 1833—24, 
fremlagt 1824, Grelle for 1899 (se Kap. VIII). 

3) Analyse des transversales appliquée aux courbes et surfaces 
géométriqxies^, fremlagt 1831; Grelle 1832. Udgjør fremdeles for 
en stor Del Resultatet af Studier ligefra 1815—16. Sturm var 
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i 1825 kommet Poncelet i Forkjøbet med Generalisationen af -Desor- 
gue's Involutionsbegreb, for et System af et Keglesnitsbundt og en ret 
Linje. Til Gjengjælrl findes her den første Antydning til PonceJefs 
senere yderligere Generalisation af Involutionen bestemt ved høiere 
Kurvers og Fladers Snitspunktsystemer med en ret Linje. Afhand- 
lingen indeholder videre Studier i Antalsgeometrien; Foncelet be- 
nytter i disse Gergonne's Benævnelse, en Kurves Klasse, og gjør 
et fornyet Forsøg paa for en given m'te Ordens Kurve af deus 
Klassetal m{m—l) at naa tilbage til det oprindelige Ordenstal m, 
hvilken Opgave, som vi have seet, først Plucher 4 Aar senere løste. 

4) Propriélés eommunes aux systhnes de lignes et de surfaces 
géométriques d'ordre quelconque*) fremlagt 1831, ikke trykt før 
ved Udgivelsen 1866. Indeholder fornemlig Studier over den oven- 
for nævnte forøvrigt ogsaa i en Note i „Comptes rendus"' i 1843 
opstillede Udvidelse af Involutionens Begreb. Hvad Opsatsen ellers 
indeholder, er saaledes ikke egentlig kommen Samtiden tilgode. 

Det var en mere praktisk Løbebane, som mere og mere lagde 
Foncelet Hindringer i Veien for yderligere at oi're sig for de geo- 
metriske Studier'), men til Gjetigjæld gav ham Anledning til ogsaa 
paa et andet Felt at naa Berømmelse ved at anvise nye Baner, 
Vi have seet, at næsten hele hans Hovedarbeide i den projektive 
Geometri tilhørte Tiden indtil 1834. I 1823 modtog Pomce^ei nem- 
lig paa Raad af nogle Venner, der, som vi engang leitighedsvis har 
nævnt, vare blevne opmærksomme paa hans Talent for Mathema- 
tikens Anvendelse paa Maskinlæren, en Opfordnng som Bupin 
med den franske Industris Ophjælp for Øie, paa den Tid havde 
rettet til Frankriges Officerer om at holde Forelæsninger over 
Geometri og Mekanik anvendt paa Maskiner. Arago og Dupin 
vare navnlig medvirkende ved at (aa Foncelet til at skifte Studie- 
retning. Det er bekjendt, hvorledes hans theoretiske Lærdom strax 
bar Frugter paa det nye Felt. Ponceletkjulet gjorde snart hans 
Navn berømt over hele det industrielle Europa. I 1834 blev han 
for disse Fortjenester Membre de Tlnstitut, modtaget med den 
største Hæder af sine gamle Kritikere. 

Først i sin høie Alderdom fik han Otium til at samle og 
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udgive sine geometriske Afhandlinger, og saaledes paany vise sig 
sin Ungdoms Arbeide tro. 

Efter hans Død, Dechr. 1867, bevarer disse Skrifter, hvoraf 
navnlig „Traité des propriétés projectives" hører til vort Aarhun- 
dredes klassiske, samt den af hans Enke oprettede Frix Poncelet 
Mindet om vor Tidsalders største Geometer. 

Idet vi nu gaa over til at karakterisere Eftertidens Geometri, 
forsaavidt den er en Fortsættelse og Udviklieg af de af Poncelet 
fremsatte store Principer, maa vi navnlig dvæle noget ved hans 
allernærmeste Eftermænd, Møbms, Fliicker og Steiner, dels fordi 
der hos dem med Sikkerhed kan paavises Uafhængighed af Pon- 
celet^ dels og især paa Grund af deres Betydning. Det vil da blive 
vor Opgave at søge at paavise de Fremskridt hos disse Mænd, 
som føfer Geometrien yderligere fremad i den af Poncelet anviste 
Retning. Men paa Grund af det masseagtige Stof, som det her 
gjælder, maa vi reservere os med Hensyn til de følgende Karak- 
teristiker. Vore Studier have været for spredte til at vi tør anse 
deres Resultater for nogen ganske upartisk Dom. 

Hvad de Ideer angaar, som disse Mænd have tilfælles med 
Poncelet, gjælder det først og fremst at han er før i Tid, dernæst 
at hans større Klarhed borger for større Indgang hos det geome- 
triske Publikum. Med Hensyn hertil kan det ogsaa mærkes, at 
Poncelet selv i Tydskknd, hvor de tre ovennævnte virkede, meget 
snart opnaaede stor Berømmelse, navnlig fra den Tid af, da GreUc'a 
Journal tog sin Begyndelse. 

Næsten samtidig, som Poncelet ved sine mekaniske Studier 
blev fjernet ira den Geometri, han med saameget Held havde grun- 
det, fremtraadte Møbius. Han havde det tilfælles med Poncelet 
at staa paa den Monge-Garnot'ske Skoles Grund, men hans Me- 
thode er en helt anden end Poncelefs og maa betegnes som væ- 
sentlig analytisk. Hans første leilighedsvise Meddelelse om nogle 
af sine Ideer skriver sig fra 1823^). Ligesom Poncelet først mange 
Aar efter Udarbeidelsen af sine Tanker iik Anledning til at offent- 
liggjøre dem for den store Almenhed, blev Møhius's Opdagelser 
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først i 1837 tilgjængelige for alle ved Udgivelsen ai „Bei' barycen- 
trische CalcuV\ 

Møbius's stærke Udtalelser i Forordet ligesom fiere betegnende 
Træk i Værket selv borger for, at han har, om eod ikke været 
ubekjendt med Tilværelsen af de franske Mathematikeres 
tede Arbeider, saa dog afholdt sig fra at gjøreBnig af dem, 
ledes ville vi navnlig henlede Opmærksomheden paa, at . 
endnu i 1827 tilskriver Robert Simson Opdagelsen af den Pascal- 
ske Sexkant') hvilket synes os afførende at bekræfte, at han har 
holdt sig fremmed for Indholdet af ialfald Brianchon's senere samt 
Poncelefs Arbeider. Bogens Citater forudsætter af fransk Littera- 
tur strengt taget kun L'huilier's, Monge^s, Carnot's og Dupm's 
Skrifter, af hvilke, som vi erindre, Carnot's Transversaltheori fra 
1806 f. Ex. citerer Brianchon's Sats, som Møhius kjender. 

„Der barycentrische Calcul" gaar ud h^ L'huilier's og Carnot's 
før omtalte Paavisning af Tyngdepunktets rent geometriske Karak- 
ter. Fra dette Udgangspunkt af kan en ren Geometri opkonstru- 
eres*), Møbius vælger ikke dette; han benytter den givne Ide 
paa en original Maade til ved en Art symbolsk Eegning at skabe 
en ny analytisk Geometri, hvis Betegnelser og Regnemethoder er 
temmelig forskjellige fra de brugelige Koordinafcanalyser. 

Ethvert givet Punkt i Planet (Rummet) betragtes som Tyngde- 
punkt for 3 (4) faste Fundamentalpunkter, idet disse tillægges visse 
Masser. Disse Masser er at betragte som det givne Punkts Koor- 
dinater. 

Herved er et uvurderligt Fremskridt antydet i Analysen, nem- 
lig det homogene Koordinatsystem samt den første friere Betragt- 
ning af Koordinaternes Betydning. 

Men hermed er efter vor Mening ikke Ligheden eller For- 
skjellen mellem den barycentriske Regning og de vanlige homogene 
Pnnktko ordinater antydet. Meget mere kan den Maade, hvorpaa 
Møhius benytter sin Kaikul, heller karakteriseres som det første 
Skridt i Retning af Grassniann's Kaikul. Ialfald tro vi at kunne 
udtale at Møbius's særegne Regnemethode ikke har noget egentlig 
Sidestykke hos senere Analytikere før Grassmann. 



y Google 



113 

Dog kan lians Løsning af Fortegnsreglernes Problem mærkes 
som den endelige, hvortil alle senere har sluttet sig. 

Medens saaledes Bctegnelsesmaaden og Regnemethodeii især 
har ydre Ligheder med Eeformerne, navnlig med PlUekers, i den 
vanlige Analyse, har MøUus's geometriske Resultater, "[der altsaa 
skiller sig fra Pojice^ei's ved hovedsagelig at være erholdte ved ren 
Regning, efterladt mere direkte Spor i den moderne Geometri. 

Af Møbius's nye Begreber skulle vi først nævne ét, som helt 
tilhører ham. Har man i Planet 4 (i Rummet 5) Punkter givne, 
giver disses Forbindelseslinjer (-planer) Anledning til nye Skjæ- 
ringspunkter, som atter kunne forbindes o. s. v. Herved opstaar 
et helt System i Klanet (Rummet). JfføJiMs kalder dette et„Net"'). 
Nettets deskriptive Karakter viser, at det er projektivt \ Poncelet'sk 
Forstand. Møbins kom til det samme, men gjennem en anden 



Idet han opstillede et nyt fundamentalt Begreb „Verwandschaft", 
defineret ved, at de to „beslægtede" Systemer svare Element for 
Element til hinanden, idet hverken en gjennemført Samsvaren af 
ulige Elementer (f. Ex. Dualitet) eller Samsvaren af et Element af 
det ene System til flere af det andet („hiJhere Verwandschaft") 
udelukkedes"), lededes han gjennem "Undersøgelser af forskjellige 
Slags „Slægtskab" af simplere Art, —Lighed i Form og Størrelse, 
Ligedan nethed, „Affinitet", hvorved han (efter Ealer) forstod det, 
der finder Sted mellem et plant System og densParalleiprojektion 
paa et andet Plan (en Definition, som han dog kun meddeler i en 
mere tilfældig Note"), medens hans oprindelige som næsten alle 
staa mere tilslørede bag Tyngdepunktsudtrykkene) — til et af 
Hovedemnerne for Bogen: det 'kollineare Sleegts'kab. I'or dette op- 
stiller han som ren geometrisk Definition, at Planer svare til Pla- 
ner, rette Linjer til rette Linjer o. s. v. 

Han finder da, at i Planet 4 (i Rummet 5) Punkter bestemmer 
en KoUineation, at altsaa den kollineare Samsvaren mellem hvert 
Punkt i det ene af to Planer med et tiisvarende i et andet er be- 
stemt, naar man har samordnet to Punktkvadrupler én af Iivert 
Plan. Derved følger nemlig begge de to Net og, da Nettet ved en 

8 
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Overgang svarende til den elementære fra det kommensurable til 
det inkommensurable, kan sluttes saa nær om et viikaarligt Punkt 
i et Plan, man vil; begge Planer i deres Helhed. Man aer heraf 
let, at to kollineare Figurer kan bringesti! perspektivisk Dækning'"). 

Møbius's Kollineation i Plan og Rum staar i et lignende For- 
hold til Poncelet's Homologi paa de nævnte Felter som Gergonne's 
Dualitet til Prineipet om reciproke Poiarer, Ligesom nemlig 
Dualiteten er af en mere abstrakt Karakter og bortser fra et hvil- 
ketsomhelst Keglesnit til Dannelse af den reciproke Figur og deri 
har sin Styrke, medens Poncelefs Princip udmærker sig ved sin 
direkte geometriske Opfatning, saaledes har Kollineationen en al- 
deles analog abstrakt Karakter, der ikke trænger Poncelefs Homo- 
logiaxe eller -Centrum. 

PonceUt forstod bedre at skatte denne Abstraktion for Kolii- 
neationens Vedkommende, der derved bliver et Fremskridt, end 
ligeoverfor Dualiteten. Medens han stadig polemiserer mod denne, 
er derimod den første ikke Gjenstand for Angreb. 

Den Analogi mellem Dualismen og Kollineationen, som vi her 
have gjort opmærksom paa, peger efter vor Mening tilbage paa 
Analogien mellem begge Principers Fremkomst, hos Mænd, hvis 
geometriske Ideer helt vare gjennemtrængte af en udviklet Analyses 
Ræsonnementer. 

Skjønt MøUus \ sit Forord omtaler det projektiviske Per- 
spektiv som et ofte nyttigt Redskab, gjør han dog saagodtsom in- 
gen Brug deraf. Derimod saameget mere af Dohheltforholdet^^), 
som han har Æren for at have indført under Navn af „Doppel- 
schuittsverhaUniss" og som hos ham ^ør en stadig og virksom 
Tjeneste. Som en karakteristisk Bemærkning, hvortil dette giver 
Anledning, skulle vi nævne hans Yttring, at KolUneationtn kan far- 
klares ved Ligheden mellem alle Dobbeltforhold mellem samsvarende 
PwwÆfer.'*) 

Møbius behandler Dobbeltforholdet fuldstændig indgaaende og 
har endog flere Sætninger derom, end der pleier at forekomme 
hos senere Synthetikere"). Videre indfører han ogsaa det i Kap, 
VII omtalte „DrcieckschnitisverhdUniss"^^) og gjDr endel Brug saa- 
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vel af dette som af et lignende „VielechsckniUsverhåltniss". Dog 
forekommer det os, forsaavidt med Indskrænk ciog, som disse For- 
hold ere knyttede til hans „Net". 

Endelig skulle vi ikke lade uomtalt, at -Møfiws ogsaa ved Hjælp 
af Pascals og Brianclion's Seskanter naar til Dualiteten, som han 
dog ikke udfører, men hvorved han i Overensstemmelse med det 
for ham særegne Valg af Sætningsstof væsentlig fremhæver Dob- 
héltforhoUets VforanderligJied. 

Vi have her udtaget de for „barycentrischerCalcul" karakteri- 
stiske Ideer, der betegne Fremskridt for den moderne Geometri. 

Ved at anstille en Sammenligning med Foncelet's y,Traiié", 
vil man finde, at „baryc. Calcul's" Styrke Behandlingens abstrakte 
Karakter, der har skabt Dobbeltforholdet ogKoHeationen, tillige er 
dets Svaghed. 

Kalkylen har vistnok ved sin Fjernhed fra den i sig saa na- 
turlige Cartesiske Methode staaet i Veien ikke blot for Værkets 
almene Forstaaelse, men endog for Tilgodegjørelsen af dets mange 
Fortrin; dette tro vi især er Grunden til, at Møiius trods de 
ovennævnte utvivlsomme Fremskridt ikke kan siges at have havt 
mere end middelbart en saa stor Indflydelse paa den moderne 
Geometri, som Foncelet, hvis Værk ikke paa noget Sted lægger 
end den ringeste Vanskelighed i Veien for at opfatte og udnytte, 
saalangt man ønsker, dets mange store, nye Principer, 

Det er maaske ikke overflødigt at tilføie, at Mobms ikke paa 
nogen Maade berører Felter, der staa i Forbindelse med den egent- 
lige Metri, ligesom hans hele Fremstilling er fjern fra Ideer, der 
Bvare til Foncelefs geometriske Kontinuitetsprincip. 

Tliicker's Fortjenester ligge fornemlig paa Analysens Omraader. 
Han kan her siges at have spillet en lignende Rolle som Poncelet 
for den rene Geometri. Siot og Gergonne var for Plucker om- 
trent, hvad Brianchon var for Poncelet. Ligesom i Gergonne's 
Annaler hvert nyt geometrisk Fremskridt besvaredes med et lig- 
nende analytisk, saaledes danner PlUc^er's „Analytisch-Geometrische 
Entwickelungen" , hvoraf 1ste Del udkom 1828, men hvoraf et mindre 
Parti tidligere havde været i Trykken'^), slaaende det analytiske 
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Pendant til Poncelet's „Traitc". Men det maa mærkes, at FlUcher ved 
Udgivelsen af denne første Del (i Liglied med Mohius) ikke havde 
havt „Traité" til inciterende Forbillede. Han har selv i 2det Bind 
af sine „Entwickelungen" (1831) givet en detaljeret Kremstiliingaf 
den Maade, hvorpaa han kom til sine Ideer. Da denne fremhæver 
just de vigtigste af hans nye Tanker, skulle vi holde os til den. 

Det var ved rent Tilfælde, han engang (182a) lededes til ana- 
lytisk at undersøge om, som det af en Figur forekom ham, de tre 
Fælleskorder for tre hinanden reelt skjærende Cirkler gik igjennem 
et fælles Punkt, og fandt dette ved den bekjendte Indførelse af 
enkelte Symboler og nden Elimination, Denne Opdageise lærte 
ham den saakaldte forkortede Betegnelsesmaade, som forøvrigt nøi- 
agtig paa lignende Maade engang tidligere var fundet af Ger^owwe"), 
ligesom fendnu tidligere Bref^^) fra et andet Synspunkt havde væ- 
ret inde paa lignende. 

Det andet vigtige og med dette i Forbindelse staaende Prin- 
cip, han øinedo, var de ubestemte MiiUipHcatorers Princip, der, 
som før omtalt, allerede var fremsat af Lamé. 

Med disse sine Forgjængere paa det samme Felt maa forøv- 
rigt Flucker være bleven bekjendt, da han, som han fortæller, 
gennemløb Gergonnés Annaler for at søge geometrisk Stof, hvor- 
paa han kunde anvende sine nye Ideer. 

Under dette Gjennemsyn stødte iian paa PoHce^eCs Afhandling 
„Reflexions sur l'usage de l'analyse algébrique en géométrie &c." 
(se ovenf. Kap. IV) og fandt ved sine Methoder uden Vanskelighed 
■ Beviserne for de deri opstillede Konstruktioner, hvorved Poncelet 
kom til „at give ham Vink ved Uddannelsen af hans Metbode i 
det Entelte".'^ Derimod fremhæver han udtrykkelig, at Ponce- 
let's „Traité" forblev ham fremmed ved TJdarheidelsen af 1ste Bind?") 

Vi ville fra Sow^i's „Elemente des proj. Geoni,"^') laane føl- 
gende træffende Karakteristik af de ved P^iic^ef's „Entwickelungen" 
opnaaede Fremskridt; 

„Ved at skabe den symbolske Betegnelse og de ubestemte 
„Koefficienter, paa hvilke hele den nyere analytiske Geometri 
„beror, befriede han denne Videnskab fra dtiii stadige Brug af 
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„Koordinataxenie, der hidtil altid, som et fremmed Elennint havde 
„skudt sig ind meliem de Linjer og Figurer, der forelaa. Man 
„kunde ved Hjælp af denne eiendommelige Methode ligesom regne 
„med Linjerne selv; Kombinationen af deres Symboler førte uden 
„alle de brydsomme Eliminationer, der før havde været uundgaae- 
„lige, af sig selv til deres geometriske Relationer, der simpelt lod 
„sig læse ud af Ligningerne". 

Vi have gaaet noget nærmere ind paa disse Ting; thi i FlU- 
cher have vi den Mand, der efter vor Mening er PoneelePs betyde- 
ligste Sidemand ved den moderne Geometris stærke Udvikling. 
Dog stille vi fremdeles Foncelet i Spidsen; thi hvad det geometri- 
she Udbytte af 1ste Bind af „Entwickel ungen" angaar, som vi alt- 
saa maa erindre var baseret navnlig paa Gergonnés og Poncelefs 
Arbeider i Annalerne, saa er det med Hensyn til betydeligere Ting 
kun, hvad Definitionen af et Keglesnits Brændpunkt som Centrum 
for den tangerende Nulcirkel angaar, kommen længere end disse 
Arbeider, og er i denne Undtagelse , som vi ved, langt efter 
„Traité". 

Ogsaa for sin forkortede Betegnelsesmaade deler Kwc/eej- Æren 
med en fransk Matliemafiker, den Kap. VIII nævnte Bobillier, der 
er mindre produktiv end sin tydske Rival, men udvikler en endnu 
større Elegantse og Originalitet. De dele ogsaa Æren for homo- 
gene Koordinaters Indførelse i det Cartesiske System, men her kom 
Bobillier Pliicker i Forkjabet. Bobillier døde desværre ung. 

Intet har dog ved Siden af de analytiske Fremskridt i 1828 
gjort Pliielcer saa fortjent som hans næste Udvidelse af Koordinat- 
begrebet, hvorved han konstruerede sine Linjekoordinater i Flanet 
og Plankoordinater i Rummet (se Kap. VIII) og idet Hele Gjennem- 
førelsen af den friere Betragtning af Koordinaters Betydning, som 
allerede Møbius havde antydet. 

En Spire til Anvendelser, der gribe ind paa saa mange Felter 
af moderne Geometri, meddele vi af Forordet til 2det Bind af 
„Entwickel ungen" : 

Efter at have udtalt som en Udvidelse af Reciprocitetsprin- 
cipet den Tanke, at det analytiske Bevis for en Saftning umiddel- 
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bart beviser ligesaaniange Sætninger som der gives Koordinatsy- 
stemer, siger hen^^): 

„Man kan betragte Geometriens Forhold til Analysen fra for- 
„skjellige Synspunkter. Jeg skulde helde til den Anskuelse, at 
„Analysen er en Videnskab, som staar selvstændig for sig, uafhæn- 
„gig af enhver Anvendelse, og at Geometrien som fra en anden 
„Side Mekaniken blot fremtræder som den billedlige Fortolkning 
„af visse Forholde af det store ophøjede Hele" — hvorpaa han 
illustrerer sin Anskuelse med en Række Exempler, 

Men heri ligger samtidig omvendt udtalt Geometriens Værd 
for Analysen, ved gjennem Øiet at give Tanken befrugtende Im- 
pulser, og som Illustration hertil kunne vi minde om hin geome- 
triske Figur, der hos Flucker vakte Ideer, som skulde blive af saa 
stor Betydning for hans analytiske Eeformer"). 

Paa et fra disse Omraader noget fjernere ligger en anden For- 
reneste hos Plucker, hvori han mødes med Foncelet, nemlig ved 
at skabe Antalsgeometrien. Vi have oftere omtalt de vigtige For- 
arbeider paa dette Felt, som skyldes P ncelet. Flucker ^orde det 
første Skridt videre ved de cfiet ham oplaldte lAgninger.^^) 

Antalsgeometrien, hvis Udganijspunkt vi have fundet 1 selve 
Kontinuitetsprincipet, blev ved disse loimler en fast Videnskab. 
De yderligere Bidrag, som i den følgende Tid skyldes Chasles, Sal- 
mon, Cremona, Clebscfi, Zeuthen, HalpMn og fl. har uddannet denne 
Vi denskab sgren til en Høide, hvor den kappes i Betydning raed 
en hvilkensomhelst af Matheraatikens andre Dele. 

Flucker forlod, som Foncelet^ for en længere Del af sit Liv, 
den rene Mathematik og virkede som Fysiker, men vendte, atter 
som Foncelet, paa sine gamle Dage tilbage og skabte endnu før 
sin Død en hel ny Geometri, Linjegeometrien i Bummet, idet ha,n 
iværksatte en Ide, som allerede havde beskjæftigct ham tidligere. 

FUicher optog af Mohiits's geometriske Ideer Kollineationen, 
som han gav analytisk Udtryk ved Siden af Reciprociteten. Den 
anden af Mobius's Opdagelser: Dobbeltforholdets systematiske Be- 
tydning førtes ind i den rene Geometri af Steinei'. 

Denne Geometer, hvis Virksomhed begyndte samtidig som 
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Grelles JournaP^), til hvis tidlige Ry han har ydet ikke ringe lit- 
terære Bidrag, nedlagde endel af disse mere spredte Theorier i 
et ved Udgivelsen af et første Bind særdeles lovende og efter en 
omfattende Plan anlagt, nieo desværre ikke senere fortsat Hoved- 
værk**) „Systematische Entwickelung der Åhhdngigheit geometrisehcr 
Gestalten von einander" (1832), der Aaret efter fulgtes af et lidet, 
men gedigent Arbeide „Die geometrische Konstruktionen", — Da 
Ti med Hensyn til den følgende Karakteristik af det med Steiner 
betegnede Fremskridt have arbeidet under noget uheldige Forhold, 
maa vi fremsætte den med noget Forbehold^'). 

Poncelet's projektive Methode stiller ikke to projektive Punkt- 
rækker skjævt til hinanden. Betragtningen er hos Foncelet endnu 
strengt bundet til de to Figurer, som dannende hinanden perspek- 
tiviske Projektioner i Forhold til et fast iøvrigt uvedkommende Pnnkt. 
Molius's Kollineation fører en vis Frihed ind i disse Betragtninger, 
og Steiner gaar det næste Skridt, idet han betragter Linjen som 
Punktrække (Ordet „Punktrække" er forøvrigt af yngre Datum, 
Steiner siger kun „Geråde")*') og for første Gang opstiller det til- 
svarende Begreb, Linjebundt (Strahlbiischei) ; han bringer to „pro- 
jektivische Geraden" (resp. „Strahlhuschel) i „skjæv Beliggenhed" 
og forbinder nu de tilsvarende Punkter (Straaler). 

Frugtbarheden af denne Ide er bekjendt. Med hvormegenRet 
man end kan sige, at Foncelet visselig har kjendt Sætningen, om end 
i en anden Form, maa dog hertil svares, at Sætningen selv her er 
det mindste; netop Formen er det her, der udtrykker Fremskridtet 
ogsaa i Ide. Selv om Steiner kun skyldtes denne Tanke, vilde den 
været nok til at sikre ham mod Forglemmelse; men „Systematische 
Entwickelung" fører efter sit Anlæg „die verschiedenartigsten Er- 
„scheiningen in der Raumwelt" tilbage ti! „eine geringe Zalil von 
„ganz einfachen Fundamentalbezieh ungen, worin sich der Schema- 
„tismus ausspricht, nach wclchem sich die ilbrige Masse von Såtzen 
„folgerecht und ohne alle Schwierigkeit entwickelt".^^) De citerede 
Ord at Steiner minder os uvilkaarlig om Foncelet og hans Arbeide. 
Og mellem de to rene Geometere er der efter deres Anlæg og 
deres Arbeides Maal stor Lighed. Steiner har altsaa den Fortje- 
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neste, at have tilføiet til de af Poncdet fuinine Synspunkter, livor- 
fra saa utalhge Fænomecer falde sammen, endnu nogle nye. Dog 
arbeider han paa en allerede opbrudt Jordbuud, Før ham har Poncelet 
udført de kolossale Arbeider, at rydde do mange Hindringer bort 
med sit Koritinuitetsprincip og derpaa samle de projektive Egen- 
shaher, og Møbius har begrundet Dobbeltforholdets eiendomme- 
lige Nytte og skjænket Kollineåtionen. 

Paa disse Fundamenter er det nu, Sieiner opbygger en genial 
og sindrig Bygning. 

Ligesom Steiner i det Hele egentlig talt staar paa Pmicelefs 
Grund^"), er navnlig hans andet Årbeide om Konstruktionerne at 
betragte som en Udførelse i Detaljer af Poncelefs i „Traité" an- 
stillede korte Betragtninger, der gaa ud paa, at alle geometriske 
Opgaver, der lede til to Løsninger, kunne løses ved Hjælp af en 
fast Cirkel og forøvrigt linealt^'). 

Steiner's utallige geometriske Ideer, store og smaa, udmærke 
sig gjerne ved en paafaldende Originalitet; i Cr elle' s Journal findes 
de i Mængdevis, men hans Produktivitet som Bogforfatter udtømtes 
med de nævnte Værker. 

Ligeoverfor Steiner ville vi stille en anden stor (reometei', 
Chasles^^). 

Denne, hvis første Arbeider i moderngeometrisk Retning falder 
saa tidlig, at hans Navn allerede forekommer citeret i „Traité des 
propr. proj.", øvede siden en ikke liden Virksomhed i Gergonne's 
Annaler fra dets 18de Bd. af (1828). Det var navnlig en Side af 
den perspektiviske Projektion, nemlig den udvidede stereografiske, 
der af ham studeredes og med meget Held benyttedes til Udled- 
ning af Theoremer vedrørende Keglesnittene og specielt deres 
Metri. 

Ligeledes udfoldede han omtrent samtidig (1829) en stærk 
Produktivitet i Quelelet's „Correspondance" og i det belgiske Aka- 
demis Skrifter. Navnlig fortjener hans Studier over 3den Grads- 
keglerne at nævnes, hvor han dels fylder en mærkværdig Lakune 
i Rummets da bekjendte Geometri, deis viser de moderne Metho- 
ders Fortræffelighed, Dog er det først hans „Apergu historique'^, 
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tier jjjør ham bekjenilt over hele den mathematiske. Verden. En 
Opgave stillet af Akademiet i Bruxelles foranledigede Tilblivelsen 
af dens to betydelige geometriske Afhandlinger, med en ganske 
kort forudskikket Indledning, (Decbr. 1829). Værket udkom dog, 
paa Grund af forbkjellige Forhindringer, navnlig beroende paa Re- 
daktionen af den historiske Del, der gav Forfatteren betydeligt 
Arbeide, først i 1837. 

Den nioderne Geometris Historie finder her en aandfuld 
Behandling, ihvorvel Kritiken har havt forskjelligt at udsætte der- 
paa (ligesom vi ogsaa selv har fremhævet en enkelt Side, der 
efter vor Mening giver Anledning til berettiget Anke). Men ChasJes 
har ved dette Værk tillige erhvervet sig Plads blandt den moderne 
Geometris første og betydeligste Repræsentanter. Ikke just ere hans 
Ideer i de to omfattende Afhandlinger,' som afslutte hans Værk, 
selv i 18S9, endsige i 1837 længer nye, om end flere at dem fra 
hans Side ere originale ; tvertom Hovedtanken i den første, Dualiteten 
er os velbekjendt og den i den anden, Homograjien, uagtet det nye 
Navn, som Chasles overensstemmende med en ham eiendommelig 
Skik indfører, ikke heller; thi den er identisk med Mobius's Kol- 
lineation, ligesom hans anharmomshe Forhold identisk med den 
sammes „Doppelschnittsverhåltniss". Men den Behandling, han 
underkaster disse for Homografien og det anharmoniske Forholds . 
Vedkommende paa fransk Grund nye Begreber, er for det første 
oprindelig af ældre Datum end Plucher's analytiske (1831) og 
Steiner's syiithetiske (1832) altsaa af dem uafhængig, om den end 
som sagt først noget senere er udkommen, og derhos er den ihøi 
Grad fortrinlig, og har bl. a. havt en særdeles afgjørende Indfly- 
delse paa den moderne Geometris Anseelse som vigtig Videnskabs- 
gren, — Vi bør ogsaa udhæve de interessante Noter til „Apergu". 
De indeholde dels historiske Monografier, hvoraf den om Indernes 
Geometri for første Gang fremførte denne mærkelige geometriske 
Litteratur for vor Tids Bedømmelse, dels geometriske Afhand- 
linger af megen Interesse; saaledes den særdeles indgaaendc om 
Involutionens Karakter.^*) 

Paa Tydskernes Beklagelse over C/taslcs's ringe Hensyn til 
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den tydske Litteraturs Frembringelser har Chasles allerede paa 
Forhaand svaret ved at fremhæve sit ringe Kjendskab til det tydslie 
Sprog, For os er dette af Interesse. Derved viser det sig yder- 
ligere, at Chasles analytiske Behandling af Uomografim udelukkende 
peger tilbage paa Poncelefs Homologi ligesom hans anharmoniske 
Forhold paa den Brianchon-Toncelefslie Paavisning af dettes Pro- 
jektivitet. Gjennem denne Omstændighed faar man maaske mest 
direkte Øie for den Poncelefske projektive Geometris Indgriben i 
Analysens Behandling, som vi tidligere har fremhævet, om den 
end selv uden dette ikke vil bestrides. Naarman iøvrigt desuden 
bemærker, bvad tydske Geometere medgive,'^) at selv i Tydskland 
„Aper^u historique" (oversat af Solmcke 1839) mere end noget 
andet Værk har udbredt den moderne Geometris Ideer, saa er 
Bærevidden af vor her'ber'ørte Paastand tilstrækkelig paavist. 

Som det første ydre Tegn paa, at den moderne Geometris 
Betydning var anerkjendt, kan betragtes Oprettelsen af en Lærestol 
for høiere Geometri ved Faculté des sciences i Paris (1846), et 
Professorat, som Chasles tiltraadte og endnu (saavidt vi ved) be- 
klæder, og hvorfra han i sine to indholdsrige Værker „Traité de 
géométrie supérieure" (1852) og „Traité des sections coniques I" 
(1865) har sendt systematiske Lærebøger ud, af hvilke den første 
har været af Betydning for den af os omtalte specielle Metri. Hans 
Bog om Porismerne (1860) have vi tidligere havt Anledning til at 
nævne. 

Større Betydning for Udviklingen af geometriske Ideer tillægge 
vi Chasles's Arbeider i Antalsgeometrien, hans Induktion om „Ka- 
rakteristilcer" samt hans Korrespondanceprincip, hvilket sidste er 
et meget smukt Exempel paa den Form, hvori analytiske Sætnin- 
ger kan overføres til den rene Geometri, en Overføring, hvorpaa 
det store Kontinuitetsprincip afgiver det ældste og specielt hele 
Antalsgeometrien det nu celebreste Exempel. Korrespondanceprin- 
cipet er en ægte Affødning af Kontinuitetsprincipets oprindelige 
Ide og ganske i dettes Aand. Endelig har Chasles ved sine Un- 
dersøgelser over Rummets Geometri anvendt Methoder , hvoraf 
Theorien for Fladeafhildningen har udviklet sig. 
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Vi have hidtil i saavidt muligt store Drag antydet Fortsættel- 
sen og den videre Udvikling af Poncdefs og hans Samtidiges Ar- 
beider i den nyere Retning, forsaavidt den skyldes de nævnte store 
Efterfølgere. Det er selvføSgelig forbundet med en endnu større 
Vanskelighed at give noget samlet Billede af, hvad der senere er 
udrettet. Feltet bliver for vidt, Detaljerne dels for mangeartede, 
dels for nærliggende, og den Sagkundskab, som fordres, tør vi ikke 
mere tilltegge os, I samme Mon, som man selv er Specialist — 
hvad Nutidens mathematiske Studium med Nødvendighed medfører 
— bliver det Værd mindre, Ens Blik paa saavidt nær vor Tid lig- 
gende Forgreninger af en stærk udviklet Studieretning kan tillægges, 
hvad en upartisk Bedømmelse af Arbeidernes Betydning angaar. 
Men heldigvis tilsteder vor foreliggende Opgave at foretage vort 
Rids af de senere Fremskridt saavidt skizzeret, at vi vove et For- 
søg, ligeoverfor hvilket vi dog, og endnu stærkere, gjentage vor 
engang tidligere udtalte Reservation. 

Sammenligner raan de senere Studier i den rene Geometri i 
Frankrig og Tydskland, vii man vistnok blive opmærksom paa en 
vis Forskje! i VaJget af Stof og Behandling, De franske Geometere 
have i det store og hele lagt sig mere efter de metriske, de tydske 
mere efter de projektive Egenskaber, hvorhos man hos de sidste 
i Regelen vil gjenfinde den større Evne og Tiibøilighed, der er 
karakteristisk for den tydske Videnskabelighed i det hele, til at 
udvikle fuldstændig gjennemførte systematiske Lærebygninger. I 
høiere Grad end i Frankrig opviser Tydskland ogsaa mere eller 
mindre udprægede Skoler. 

I Kap. IX have vi omtalt en fundamental Theori at den me- 
triske Geometri, som væsentlig skyldes franske Studier, og nævnt 
Chasles og hans Elev Lagtierre som FonceleVs Efterfølgere paa 
denne Vei. Men ellers maa vi udtale som vor Formening, at den 
franske Geometri for den største De! kan betragtes ligesaameget 
(eller mere) som Fortsættelsen af Jl/owj/e's, i^M^m's elier Gatiss's som 
af PonceUfs Arbeider, Vi kunne foruden Chasles selv, der ogsaa 
arbeider i disse Brancher, anføre Navne som Liouville, Lamé, Sturm, 
1. A. Serret, Abel Transon, Bertrand, Ossian Bonnet og flere. 
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hvis betydelige og vigtige Opdagelser har kastet et klart Lys over 
de indviklede Forholde, som Problemerne vedrørende Normaler til 
algebraiske Flader, OrthogonalKystemer, Knimningskurver og lig- 
nende af metrisk Karakter frembyde. Deres Studier udmærke sig 
ofte ved en høi Grad af Simpelhed, som opnaaes ved at lægge den 
direkte geometriske Anskuelse til Grund og ikke sjelden 1 Lighed 
med de Gamle, gjennem et for det specielle Øiemed heldig valgt 
System af Hjælpebetragtninger at befordre denne Anskuelse. Mange 
af deres Ræsonnementer ere derfor komne den rene Geometri 
umiddelbart tilgode. — Af de nyeste Forskere ville vi særlig nævne 
Darhoux, hvis betydelige Arbeider tillige ere paavirkede af de 
Fremskridt paa det systematiske Omraade, som skyldes de tydske 
Geometere. 

Af de tydske Skoler, som vi i Medfør af deres efter vor For- 
mening større Slægtskab med Poncelet og hans Retning ville om- 
tale forholdsvis noget udførligere, kan den ene nærmest betragtes 
gaaende i Steiners synthetiske Aand. Dog har den Vægten endnu 
mere lagt paa de geometriske Fænomeners systematiske Ordning 
og Systemets Opbygning af de geometriske Elementarbegreber og 
disses Sammenføining til de naturii^te Kombinationer med en 
streng Diskussion af den indbyrdes Beliggenheds MuUgheder som 
Udviklingstraad. Denne Retning, hvis Grundtanke forøvrigt kan 
paavises i det samme mærkelige Arbeide'^) af Cref^forajie (1835— 26), 
hvor denne første Gang udtaler den abstrakte Dualitet, og hvor 
han anstiller Betragtninger netop over Beliggenhedens Indflydelse, 
fik i Tydskland en klassisk Behandling af v. Staudt i dennes „Geo- 
metri der Lage" (1847), efterfulgt af „Beitrage zur Geometri der 
Lage" (1856) , hvis dybtgaaende og i sin filosofiske Strenghed 
noget stive og vanskelige Form imidlertid besværliggjorde Tilegnel- 
sen af dets Fortjenester. Herpaa har siden JReye bødet ved en 
mere gjennemsigtig Fremstilling („Geometri der Lage" 186fi). 

Af endnu større Betydning er den fra Pluckers Methoder ud- 
gaaende analytiske Skole, hvis betydeligste Repræsentanter Hesse 
og Clebsch høre blandt den moderne Geometri's mest fortjente Mænd. 

Resse, hvis Arbeider paa mange Steder fakler supplerende ind 
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mellem selve FJucleer's, forstaar at give sin Fremstilling en aldeles 
uovertruffen Elegantse. Blandt Fremskridt i Analysens Midler, skyi- 
des ham, foruden Fortjenester ved hans Del i Arbeidet med at 
nyttiggjøre Determinanternes vigtige Redskab i den analytiske Ge- 
ometri's Tjeneste, navnlig hans Bidrag til at sammenknytte de 
algebraiske Kurvers Theori med Theoricn for de homogene Funk- 
tioner, hvorved den af en Række engelske Mathematikere udviklede 
moderne Algelra fik en saa rig Anvendelse paa den analytiske Ge- 
ometri, Den „Hesse'ske Kurve", den „Hesse'ske Ligning" betegner 
velbekjendte og udmærkede Opdagelser af ham, 

ClehscKs Navn knytter sig til en hel Retning, der efter hans 
tidlige Død repræsenteres af talrige og virksomme Elever, hvoraf 
nogle allerede have udrette betydeligt. Retningen kan betegnes 
som dels den egentlig arvtagende efter FlUeker, dels som formid- 
lende Identiteten mellem den projektive Geometri og den moderne 
Algebra, dels endelig som begrundende nye frugtbare Principer. 
Det vilde føre mig forvidt at gaa ind paa disse; thi her naaes paa 
en Maade den rent projektive Geometris Begrændsning, tydeligst 
maaske betegnet ved ClehscKs Udnyttelse af de Åbels'she Funk- 
tioner for de algebraiske Kurver, et Fremskridt ind paa en høiere 
Betragtning, for hvilken, ret som et Symbol paa Overgangen fra 
den projektive Geometris Tid til en ny, Opdageren lønnedes ved 
den første Uddeling af Prix Poncelet. 

Den oftere omtalte moderne Algebra er successive fremgaaet 
af en Række engelske Mathematikeres dendommelige Studier. 
Med Hensyn til dens Udviklingsgang, som ikke direkte staar i 
Forbindelse med Fastlandets projektive Geometri kan henvises til 
Litteraturoversigten i Fiedlers tydske Bearbeidelse af Salmons 
„Forelæsninger over de lineære Transformationers Algebra", Paa 
tydsk Grund omplantedes disse Studier gjennem Aronkold's be- 
rømte Arbeider i Grelles Journal, og deres identiske Sammenfalden 
med den projektive Geometris Problemer er navnlig paavist af den 
Clebsch'ske Skole'^). 

Vi have et Par Steder nævnt Navnet G-rassmann. I Sammen- 
hæng med hans vistnok o!te ægte tydsk abstrakte og filosofiske, 
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men i endnu høiere Grai3 dybtgaaende og befrugtende Tanker i 
lians „ÅusdehnuDgsIehre", bør ogsaa nævnes de beslægtede Årbei- 
der af Hamilton over Kvaternioner. De herved fremstaaede geo- 
metriske Ideer tilhøre den samme Sfære, som de af os i en Note 
nævnte, at Argand først opstillede, der visselig har en rig Fremtid 
for sig. Vi berøre dem her, fordi de, som vi have havt Leilighed 
til at nævne, laa Poncelet og hans Ide saa fjernt. Her have vi 
saaledes paa st andet Punkt naaet Ideer, der pege længer frem 
end de, hvis nærmere historiske Udvikling var dette Arbeides Formaal. 



Vi skulle endelig give en kort Resumé af de Resultater, hvor- 
til vore Undersøgelser har bragt os. 

Paa nt Monffe-Carnot'sh'Fn.nåa.Tae.xit er der bygget en Komplex 
af Theorier, som tilsammen kaldes den moderne Geometri: 

1. En projektiv ren Geometri, mulig anet af Brianchon, grun- 
det af Poncelet, der ved Kontinuitetsprineipet overvinder Van- 
skeligheden ved Overgang fra reelt til imaginært, derved samt ved 
Projektionen aabner Muligheden for en ny Betragtning af den me- 
triske Geometri, endelig i Projektionen selv ved Siden af Bedpro- 
citeien gjennem Chasle.fi's videre Behandling øver Indflydelse paa 
Analysen. 

2. En anaJytish Geometri, der fremmet gjennem Biot, Lamé 
og Gergonne hos FlUcher og BobilUer naar sin Udvikling med 
homogene Koordinater, forkortet Betegnelsenmaade, ubestemte Multi- 
éUMlorer, Linjekoordinater og den udvidede Koordinatbetragtning. 

3. En barycentrisk Analyse, der vel ikke selv vinder Udbre- 
delse, men ved hvis Hjælp Møhius er den første til at skabe i)o/> 
heltforholdet og KoJUneationen. 

4. En syntlietisk Geometri, hvori Steiner benytter Dobbeit- 
forholdet og de projektive „Gnindgehilde'^ ti! at opføre det fuld- 
stændigste naturlige og organiske System. 
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5. En Åntalsgeometri, hvortil Poncelet og Plucker har givet 
Stødet og hvis største Navne ellers er Ckisfes og Zeuthen. 

Af de nævnte Theorikomplexer er den PoncelePshe den ældste 
og den i åen vigtigste Del af Udviklingen videst gribende. Vi 
gjentage derfor endnu engang vort tidligere Udsagn: Foncelet kan 
med Rette kaldes den moderne Geometris Skaber. 
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i\olci' oij Uenvisniiifiei'. 



') De føi-ste Spor af et Tegnsprog og de eneste i Oldtiden er 
hos ZHophant; men om denne Mathematikers fuldstændig isolerede Stil- 
ling se Hankel, Zur Gesch. p. 157 og fg. 

^) Smgl. f. Ex. Hoeffer, Histoire des Mathematiques (Paris 1874) 
p. 96 og fg., 114 og n. St. 

*) Her ligeeom overhovedet, hvad Grækernes algebraiske Begreber 
angaar, staar Diopkanf fuldstændig isoleret (se Hankd). 

*) Hankel, Zur Gesch. p. 112 givei" et slaaende Exerapel paa 
Overdrivelsen af denne Art. 

*) Hankel, Zur Gesch. p. 135, citeret i en anden Forh. 

^) Edm. Halley, ApoUonii Pergæi de sectioiie rationis Æc. (Oxoiiii 
MDCCVI) p. XXXVII. 

') Chasles, les trois livres de Porismes d'Euclide p. 6. 

*} Montucla, Hist. de Math. (Paris, an. VII]. T. 1. p. 315, llgcsaa 
p. S77 og fg. 

^) Chasles fremsatte sine Ideer om Porismerne første Gang i 
Apergu historique. Senere (1860) udførte han dem fuldstændig i 
ovenciterede Værk, der dog i Detaljerne mere bør betragtes som en 
genial Gjetning ead som en Restauration, hvad det maaske heller ikke 
udgiver sig for. 

'") Hvor gammel Læren om den harmoniske Deling er hos Grækerne 
er ikke let at sige. \ Euktid's efterladte Skrifter forekommer den ikke; 
derimod er det nødvendigt at antage, at den forekom i Porismerne. 
Jeg skulde helde til at antage den for nærmest beslægtet med den 
pythagorceisk« Skoles Ideer. 

") Vort Universitetsbibliothek eier den tydske Bearbeidehe, „Des 
Apol!. V. Pergens siehen Biicher iih. Ke gel seh nitte &c. deutsch bear- 
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beitet von H. Balsam". (Berlin 1861). Ved velvilligt Laan fra det 
kongelige Bibi. i Kjøbenh. har det været os muligt at konferere med 
saavel Commandimis's Udgave af 1566 som Hallens store Oxforderud- 
gave af 1710. Det var os navnlig af Interesse at konstatere Figurernes 
Oprindelighed. Comm. har forresten færre Fig. end Hall. 

'=) Hos Balsam „Wenn von einem Piinkte an einen Kegelschnitt 
„oder an zwei Gegensohnitte (de to Grene af samme Hyperbel) awei 
^Tangenten und eine beliebige den Kegelscbnitt oder bei Gegen- 
„schnitten die eine Hyperbel (den enkelte Gren betragtet særskilt) 
„in zwei Punkten schneidende Geråde gezogen werden, so verlialten 
„sich auf dieser letzterea die beiden Stucke vom Ausgangspuakte bis 
„zu den Durchschnittspunkten mit dem Keglescbnitte wie die beiden 
1 von der Beriibruiigssehne nu donselben Durcbschnittsputikten 



L' proj. Geom. 
es propr. proj. 



Udg. T. I. p. 75 Note. 

es dette vigtige Arbeide i Original- 

ictiones quæ supersunt" ed. .f. Tfullseh. 

od udkomne, 2det medtagende 7de 

let gjøre Brug deraf. Udgaven 



L latinsk 



mdet det sene 
har spillet i 



Eolle 



„Stucki 
„gerechnet'". 

") ffrøM,Elera. 

") Ponaelet, Ti-aité 

'^) Først nu for Tiden udgi 
sproget: „Pappi Alesandrini col 
Af dette Værk er de to første I 
Bog, netop aaa betids, at jeg hj 
har foruden den græske Test ei 

'*) Dette Forord indeholdei 
Problem „od fres aut qnatliior Uneas"', sora 
analytiske Geometris Udvikling. 

") Prop. 32—64 iacl. Hulisch p. 705 

'^) Hultsch p. 349. 

'*) Aperju hist. p. 42. 

™) Haltsch p. 866 -919. 

*') IJuUsek p. 867. 

^^) Dog har beklageligvis ikke 
oftere at aftrykke samtlige Figurer 

=■») Produktet »s.Tj? udtrykk. 
(Hultsch bruger store Bogstaver i c 
Text); TO o: Rektanglet. 

^*) Les trois livres de Porismes p. 78. 

^*) BJe Bog have vi ikke havt Anledning til at gjøreos bekjs 
med, da Hultsdta Udgave, som ovenfor angivet ikke gaav saalangt. 

^^) E. Costel, Destinées de la bibliotbéque d'Alexandrie (R« 
historiquo lete Bd. p. 484). 



berømte 



Ifiitlsck fundet sig foranlediget til 
efter Ilaandskrifterne. 
! paa Græsk: „xo uiro ØE HZ" 
m græske, smaa i den latinske 
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') Harikel, Zur Gesch. p. 312 og fg. udtaler sig noget tvivlsomt. 
Oprindelsen til de „arabiske" Cifre er ogaaa endnu et aabenfc Spørgs- 
maal. Et Par Åarhundreiler senere er den arabiske Indflydelse alde- 
les sikker. 

^) Hankel, Zur Gesch. p. 355 og fg. 

^) I dette Kapitel er flApergu hist." mit vigtigste Hjælpemiddel. Paa 
nogle Punkter har Universitetsbibliotbeket kunnet give mig Anledning 
tii selvstændig Prøve. 

*) Desargiies's Ide, at overføre Cirkelens Egenskaber paa det vil- 
kaarlige plane Snit af den Kegle, der har Cirkelen til Basis, betegner 
Chastes (Apergu hist. p. 75) udtrykkelig som ikke „venue å l'ésprit 
des géométres d'Alexandrie". 

^) Chasles nævner her specielt Poncelei, som læggende den Desav- 
giie'ske Sats til Grund. Dette er dog mindre direkte. Ponvelel gaar til 
Begrundelse af sit Homologiprinmp ud fra Betragtningen af to Cirkler 
(Traité des propr. proj. Sect. III. Kap. II). 

^) Om PaacaVa Forhold til Desafgues og dennes Ideer ae „Comples 
rendus" T. LIV p. 703—715, samt Poncelet's Svar paa dette lodlæg i 
aden Udgave af Tr. d. pr. pr. T: I. p. 409—10. Det første tillægger 
mere Desargues, den sidste mere Pascai enkelte af Opdagelserne. 

') Monlucia, Hist. d. Math. U. p. 63. 

^) Tr. &. pr. pr. I. p. XXIX. 

^) Ap. hist. p. 137 og fg. 

'") Salmon- Fiedkr, Analytische Geometri der Kegelschn. 3die Ud- 
gave p. 311. 

") Ap. hist. p. 173. 

'^) Efter Citat af Brianchon Journal Polyt. IV. p. 13 kan saaledes 
nævnes endnu en engelsk Mathematiker Muller, af hvem en analytisk 
Geometri udkom 1760. 

'*) Eukiids Data, veibesseit u veimehrt v. Eob. Simson, ub. von 
/. C. Schwab 1780, har et mæikeligt Anhang, indeholdende Stanhope's 
Bevis for den Pascal'ske Sexkant ved Cirkelen med de Oplysninger, 
vi have benyttet i Testen Pag 3t)0 tilføies „Dieser Sats ist von 
„allen Ke gel s eh nitten witht, und Mylord Stanhope beweist ihn, indem 
„er sie als perspectivische Projectionen von dem Kreise betrachtet". 

") Lidt ovenfor hedder det paa samme Side: „Wenn alle drey 
„Paare der gegeniiberliegenden Sehnen parallel, und das ist, wenn alle 
„Sehnen [? parvis] gleich sind, so kann man sagen, die geråde Linie, 
„worin die drey Puncte liegen, sey in eine unendlicbe Entfernung von 
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„dem Kreise". Tilhører dette ikke Slanhope selv, saa er det dog ikke 
yngre end fra 1780. 

'*) Desværre mangler Lambert's hidhøreiide to Hovedværker Per- 
spekiivUeren og „Insigniores orhitæ coniefai'aw" paa Uiiiversitetsbiljliotlieket. 

"'j De biografiske Meddelelser om ÅJonge og Cco-not skylder vi 
Théffe); Hist. des Math, p. 583 og 590 og fgg. 



m. 

') Iste Cahier fører Titelen; Journal polytechnique oh bulletin 
du travail, fait å l'école centrale des travoaux publics, Isfe Binds 
2det Cah. fører ny Titel: Journal de l'Ecole polytechnic[ue ou Bulletin 
du travail, fait å. cette école. 

^) Elevevne anvendte for at sætte sig ind i den deskriptive Geo- 
tris Brug til Arkitektur og Fortification 1 Aar til Stereotomi, I Sko- 
lens regelmæssige Gang var de 3 Dage, som fulgte paa „le decadi", og 
de 3 Dage, som fulgte paa „le qvintidi", bestemte til deskriptiv Geo- 
i Kl. 8 om Morgenen under deres respektive 
dem, hvad de i Dagens Løb have at udføre, 
ora varer '/s Time, trække de sig tilbage i 
md til egne Tegnesale, hvor de i 3 Timer ud- 
le. I hver Sal vaager en „Brigadechef" over 
■ Vanskeligheder, der kunne møde, og sætter 
Blade. L instituteur og hans Adjutant gaa 
fra Sal til Sal „holde Iveren vedlige, og s^ge at bringe Eloverne til 
at stræbe efter den størst mulige Fuldkommenhed", Senere, heder 
det, er det Meningen, at tage Brigadechefeme blandt de flinkeste af 
Eleverne, og da man i Begyndelsen manglede Elever, der havde gjen- 
nemgaaet Skolens Kursus, oprettede man en særegen Skole, som har 
været fulgt med Ivev". Ogsaa til Uddannelse af Instituteurer holdtes 
et Præliminærkursus, hvori Stereotomien blev gjennemgaaet foredragsvis 
af Instituts urerne selv, i Løbet af en Maaned, Brigade chefs ko! en paa 
50 Elever er af megen Interesse; den fulgtes af de dygtigste af Ele- 
verne, der selv anstillede nye Undersøgelser og saaledes berigede den 
deskriptive Geometri. Monge omtaler med Forkærlighed to saadanne 
Berigelser, af hvilke den ene er den vigtige Sætning, at den Flade, som 
beskrives ved en ret Linjes Bevægelse paa 3 andre, er af 2den Grad og kan 
beskrives paa to forgkjellige Maader. Da Kursuset efter 3 Maaneders For- 
løb var tilende, skulde Valget af de 25 Brigadechefer foregaa. „Dette 
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overlodes Eleverne selv, som dem, der bedst kjendte hinanden ind- 
byrdes, og de gjorde et meget godt Valg". Brigadeclieferne, tilføies 
der, have i hffi Grad gavnet Skolen — og vi kunne tilføie den mo- 
derne Geometri. Om flere af dem er det bekjendt, at de ogStaa senere 
deltog i det større Arbeide paa de nye Felter, 

*) Monge, Géoniétrie descriptive, nouv. éd. (Paris 1811) p. 59 
og p. 66. 

*) .Til 1810 gaa de nemlig for Monge's, uden at dette af nogen 
berigtiges. 

^) Vi skulle ondog vær© tilbøielige til at stille dette Tidsskrift i 
Betydning fuldkommen ved Siden af Gergonne's Annaler, hvad opdra- 
gende og udviklende Indflydelse i nyere Aand angaar. De hyppige 
Citater f. Ex. i „Applications d'analyse et de geometri" af Ponceiei godt- 
gjør, at Berøringsproblemet, Pappus's Problem om det indskrevne Tri- 
angel, bevægelige Polygoner, kort de fleste af de paa Dagsordenen 
staaende Spflrgsmaal tilhørende den Ihieale Geonieiri og lign. der har 
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tryk ere til forskjellige Tider brugte i meget forskjellige Betydnii 
1) Ldbnitz opstillede et Begreb „Analyse de Situation'^ (se Carnot's Gi 
de Position, Forordet og Foinsol, sur les polygones et polyédres. Jour- 
nal Pol jt. Gab. 10), hvorved han forstod en Analyse, „der af en multi- 
pel Løsning skulde kunne udtage den bestemte, det inden Opgavens 
Grændse eller efte lens Aa d vi ønskeligt at erholde" (Poinsot). 
Denne Ide synes kke at vte e bleven optagen af nogen. 2) Poinsot 
kalder SiUiationsgeon elr e den der ha til Gjenstand „Ordenea og Plad- 
sen i Rummet' uden ogp Betri^tn ng af Figurernes Størrelse eller 
Kontinuitet; „d ne SI g Geo netn er for den alra. Geometri, hvad 
Tallæren er foi Algebraen H e^ner Æa/^f 's Studier over Springer- 
opgaven og OpgAve o B oerne n ellem Flodøerne" derhen; ligesaa 
siue egne Stud e o er Polj d e PonceUt siger i sin Afhandling 
„EeSexions sur 1 ge de 1 n-ily<!e etc." (ae Teæten IV p. 43) om 
Problemet: Afc ndskr ve en ka t et Keglesnit, saa at Siderne gaa 
gjennem m givne Pu kter at let falder i to Problemer, hvoraf det 
ene tilhører „Ge te le at o det nemlig intet angiver „Ordenen, 
hvori Siderne sk ille pissere gje nen Punkterne" ; (altsaa i den Poin~ 
sot'she Bet.)- 3) E ganske anden Betydning hap derimod Carnot's 
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„Géométrie de posiiion"', som iiærmer sig noget Ldbiiitz „Anaiyse de ei- 
tuation", (Carnot selv siger, det er den sammo, Poinsot benægter det). 
Den er „la doctrine des quantités dites positives et negatives". En- 
delig have vi 4) „Die Geometri der Lage* efter Staudt, hvortil et føfste 
Udkast kan paarises hos Gergonne se Kap. VIII (Ånnales 16de Bind 
p. 309: Considérations philosophique sur les elements de la science 
de l'étendue; under Rubriken Geom. de situation). Denne Geometri 
gaar som bekjendt ud fra strengt synthetiake Betragtninger over Lo- 
vene for Elementers (rette Linjers, Punkters, Kurvers etc.) Beliggen- 
hed, naar de ere underkastede Betingelserne, at passere igjennem, 
ligge paa, tangere o. s. v. hinanden og deraf eiterhaanden udleder 
alle saavel deskriptive som og de deri indeholdte metriske Egenskaber. 

') Sekt. IV, Theor. XIII og Sekt, VI § 378, udvidet til et vil- 
kaarligt Antal Transversaler i § 379 (Theor. XXXVII!) . Det kan mær- 
kes, at Carnot synes at tro, at han paa første Sted, i Sekt. IV, kan 
bevise sin Sats ved at gaa over fra Polygoner til Kurver, idet han 
lader Polygonernes Sideantal voxe i det uendelige. Dette er imidler- 
tid umuhgt; derved vilde ogsaa formeget være bevist, idet Satsen da 
maatte gjælde om grafieke Kurver o- Kurver, der ere tegnede uden 
nogen Regel eller Definition, hvilket den ikke gjør. — Der gives i 
Virkeligheden en Mængde Sætninger, der gjælde saadanne yro/sie Kur- 
ver; hertil hører f. Es Læren om Krumningstyngdepunkter. Denne saa 
vel som alle lignende gjxlde for Polygonei' i Åbnindelighed, og ere af den 
Natur, at de vedblive at have deres fulde Betydning om Polygonens Sideantal 
voxer i det uendelige. — I Sekt. VI er Carnot'^ Bevis støttet paa Analyse. 

*) Carnot nævner lidet sine Forgjængero. Det synes, som om han 
ikke kjender Benævnelsen „harmonisk Deling", som han iatedet kal- 
der Deling „en segmens proportionnels", hvilket optages efter ham og 
holder sig en Tid. Den „fuldstændige Firkant" er et Begreb, som 
skyldes ham. 

'") Saaledes fulgtes Cahier 8, der udkom Aar VIII, af Cah, 11, 
trykt Aar X. De to mellemliggende Cakiers 9 — 10, der ere af megen 
Interesse, udkom ført 1810. 

") Cah. II og 13. 

^^) Tome VI Cah. 13 p. 297. Sammenlign forøvrigt den analyti- 
ske Afhandling af Livet, som gaar umiddelbart iforveien. Livet næv- 
nes undertiden blandt de virksomme Grundlæggere af disse Theorier. 
Vi have ikke fundet Grund til at fremhæve ham i Testen, 

") Cah. 14. Artikelen er forøvrigt dateret „Anvers, ventose an 
13" (Jan. 1805), og altsaa ældre end foregaaende Cahiers Tryknings- 
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aar. Ifald Artiklerne tryktes, eftersom de evc indkomne, taler der 
derfor noget for at antage, s,i Brinnchon's 1ste Opsats har været færdig 
længe før deas Udgivelse. 

'*) Tome VII, 14de Cah. p. 47. Efterat have angivet Eegelen 
for Ellipsen og nævnt, at det beskrivende Punkts Afstande fra de gli- 
dende er lig Asernes Længder, at saaledes Afstanden mellom de sid- 
ste enten er disses Sum eller Differents, hvilket giver to Generations- 
maader for en given Ellipse, fortsætter han; 

„Avant d'aller plus loin, il est nécessaire d'éclaircir une difficulté 

„Puisque la méthode que noiis exposons ici est générale, elle 
„doit convenir k toutes les courbes du dpuxiérae ordre; une méthode 

„OU moins modifiée) pour les autres espécos du genre dont ello fait 
„partio; eependant la méthode gue nous venons de donner u'est ap- 
„pUcahle qu'å l'ellipse, elle n'est déjå plus esécutable pour la para- 
„bole, elle semble impossible pour 1 hyperbole". 

„Cette difficulté tient å la théori dos qnantités imaginaires; 
„d'aprés cette thoorie on va voir que la raétbodo a lieu enoore, mais 
„qu'elle a cessé de'étre graphique par la complication des quantités 
„qui Bont devenues imaginaires". 

Han viser derpaa analytisk, at man erholder en Hyperbel ved 
iatedetfor den reelle Længde b for den ene af Halvaberne at antage den 
imaginære i]/'' — i og tilføier: 

„Ainsi l'hyperholo est encore décrite par le méme procédé que 
„l'ellipse ; mais le point générateur reel étant sur une droite imaginaire 
„le procédé, ainsi que nous avons déjå dit, cesse d'étre graphique, 
psaas pour cela d'existor". 

„On fera sans doute quelque difficulté de voir prendre å la fois 
„sur une méme droite, des lignes et des points reols et imaginaires. 
„Essayous d'éclaircir cette espéce de paradoxe". 

Denne Forklaring af Pavadojret sker nu atter ved en analytisk 
Verifikation og han ender saaledes: 

„On en doit maintenant voir claireraent la raison. X et Y (Koor- 
dinaterne til et Punkt paa en imaginær ret Linje) „sont comme toutea 
„les autres qiantités imaginaires, de la forme a -j- f'l''— !■ En faisant 
„X=x., Y^'y (æ og y reelle), ^ devient nul et æ, y restant par 
„consequent reels, quoiquo coordonnées d'un point placé sur une droite 
„dont les autrea points eoat imaginaires {c'est A dire, ont leurs coor- 
„données imagiuaires)". 
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Tome IV, Cah. 10 p. 1—15 (se ovenfor Note 10). 
\f Ijegge gjør han hele sraaa Thcorier. 
De 1 Indl. pag. XI omtalte Excerpter i 
.elvstændig Opfatning afTiden og Udviklingf 
Aitnates 8do Bd. p. 156 fg. 
Samme Henvisning. 
Annales 1ste Bd, p. 337, 
Annales 3die Bd. p, 393 fg. 
Annales 3die Bd. p. 303 fg. 
innales 1ste Bd. p. 63. 
iiniU 1ste Bd, p. U3 fg, 
Poncdet hævder, som Texten 
Deltagelse i Felttoget 1815 at have 
bekjendt med Arbeidet i Annalerne. 



rigtigst« Kildo til 
Monge til Poncelel. 



lenere ineddelei', ikke inden i. 
havt Leilighed til at gjøre s 



er delfi Forordene i haus 
Applications I og II, dels 
n sidste findes i Comptes 



ved École polytechnique. 
Applications I p. 443, hvoi 
r ere optrykte. Man 
Geometvi dyrkedes. 



af 



IV. 

') Mine Kildei- til Poncelet's PerBonalia 
3den Udgave af Tratte des pr. pr. og hans 
Dupins Éloge over ham ved hans (Jrav, Dt 
rendus T. 66 p, 85. 

^J 1809 fratraadte Monge som Læ 

*) Citatet efter Poncelet's Angivels 
dette og nogle af tana øvrige Elevarbi 
diBse bl. a., i hvilken Detalj den deski-ipti 
en enkelt anden Side af haus Studier, nemlig hans Undersøgelse over 
de Gamles Kurver, se Appl. II 255, Noten. 

*) Angivne i Journal polyt. Cah. 10 (se ovenfor p. 29 fg.), 

') Om Mangelen paa Begrændanicg i Lovens Udtale af ham paa 
dette tidlige Stadium se Kap, VII. 

^) Det kunde væie af Interesse at se et Udvalg af de syntlietiBke 
Partier heraf Et saadant Udvalg vilde afgive en haade lærerig og 
tiltrækkpode Læsning 

O Appttcatiom I p 356 og fg. 

^) AppUccUions I p 373 fg. 

^) Herom nteimero paa sit Sted (Kap. VI), 

'") Apphi,altons I p 426. I en Note paa Foden af p. 427 anstil- 
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stiller P. selv (1863) Uetragtniiigei- lierovei', til livilka vi kun tildels 
kunne slutte os, da ikke som ctéf anført føi-st 3die Aargaug, men som 
i forrige Kapitel af oa paavist allerede lete Åarg. (1810—11) havde 
stillet Emnet til Diskussion. 

") Af Forordet til Applications II. 

'^) Nogle her leilighedsvis afgivne Deviser fina mekanisk Talent 
skulde blive af Betydning for hans seimro Løhehaue. 

'') Cahier 16. p. 194 („lu å la Ire Ckbao do l'lnst, 15. Juni 
1813"). 

'O Annales, 4de Bd. p. 78 fg. 

'^) Applications, I p. 135 fg. 

'^) Til Slutning gjør han den Bemærkning, at hvad der gjælder 
den lineale Geometri i Planet, har Analoga i Stor cirkel geometri en paa 
Kuglen („Konatrviktioner udførte med Rad. lig det indskrevne reg. Ok- 
taeders Kaut"). 

") Annales, 4de Bd. p. 93 fg. En raog. interessant Artikel. 

'^) Annales, 5te Bd. p, 61 fg. 

'^) F)-éffiers plane Sætning lyder (modificeret): „Et Unjeparhundt, 
„hvis Centrum ligger paa et Keglesnit, akjærer dette i Punkter, hvis 
„yorbindelsealinjer danne et Linjebundt" Annales, Bio Bd. p, 230 fg., 
p. 331 fg., 7de Bd. p. 95 og senere atter i 9de Bd. p. 241. 

^°) Annales, 6te Bd. p. 320, samt oftere siden. Dmrande kaster 
sig ogsaa sidon ind i Gergonne's og Foticelet's Diskussion om den rene 
eller den analytiske Geometris Fortrin, og hævder Eiiklid^s Methoder. 
Han benyttes siden af Gergonne under den opstaaede Feide. 

^') Annates, 7de Bd. p. 229. Cbasles og Poncelet nævne gjerne 
1818 som Aaret for disne Ideers Fremkomst i Henhold til, at Lamé 
da udgav sin Bog. Man vil forøvrigt allerede tidligere ofte finde Spor 
af lignende Tanker. 

^^) Mangler paa Univ.-Bibl. 

^') Ligesaa. 
) De høre til de i den nærmeste Tid hyppigst citerede Keglesnits- 
theorier, og man ser alle Tegn paa, at de regnedes blandt de most 
idevækkende Arbeider indtil Poncelet' s „Traité des prop. pr.". 

^^} Skjøiit som i Indledningen til III angivet Univ.-Bibl. ikke eier 
mere end do 7 første Aarg. åt Annales, skulde vi alligevel være blevne 
hekjendte med disse Arbeiders Indhold, eftersom nemlig Poncelet har 
optaget dem i Applications II p. 455 fg. 

^^) Applkalions II p. 53. 

*') Se saaledes Applkalions II p. 57 fg. 
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1 fg. 

. iiS fg. 



rette Linj. 
• frit gjen 



tænker paa f. Ex. 
,a Betragtninger af 
Begge Dele 



^''J AmiaUf,- 8ile BJ. | 

^') Ånmles, 8de Bd. 

'") pp. 385 og 335. 

^') Annales, 8do Bd. p. 141 fg. 

^^) Det er os ikke ganske klart oiii 
Jiaberval's Methode til at drage Tangenter, 
Natur, som den om „den uendelig fjerne 
kan omtales i de af ham brugte Udtryk. 

'') Texten Åppiicafåona II p. 467 — 68 e 

'*) Annales, 8de Bd. p. 156 fg. 

**) Applications II p. 365—454. 

"^) O3 bekjendt i Gergomie's Annater Ilte Bd. p. 09 fg., i 1ste 
Udgave af Traité des prop. pr. og i Applicalions II p. 555. 

*') Appliaaiions II p. 504 fg. 

^^) Ikke optaget i Applications. 

«) Lige.... 

'") Applications U p. 516. De to Problemer i 
er givet tre rette Linjer og to Punkter. Hvad e 
et 3die Punkt betinget ved, at de tre Punkter < 
I,injer med Hensyn til samme Keglesnit. 3". U, 



I et Plan 
; det geom. Sted for 
-e Polei- til de tre 



') Endol af Noterne til „Essai" bære Aarstal 1818. 

^) En saadan Angivelse af en praktisk Nytte i Titelen af iøvHgt 
rent videaskabelig-mathematiske Undersøgelser synes Nutiden lidt frem- 
med. Den var paa den Tid ikke ualmindelig. 

') „Troilé", 1ste Udg. p. XXXIII; 3den Udg. 1ste Bd. p. XXH. 

*) „Traité", 1ste Udg. p. XLVI; 2den Udg. 1ste Bd. p. XXXH. 

') Det er ikke lykkes mig at finde det Sted, hvor Citatet findes. 
Forøvrigt udtaler Diipin paa flere Steder i sit Værk den i Mottoet 
indeholdte Tanke. 



VI. 
') Det ene er Problemet om „Pol og Polare", hvilket nodenfor 
behandles {pag. 73), det andet Sætningen om de tre Lighedspunkter 
for tre Cirkler (4 Kugler); endelig behandler han ligesaa Sætningen 
om de tre Radikalaxer for 3 Cirkler, 
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^) Føi'st efter iit dette var skrevet, have vi i „Applications" il 
p. 316 Note fundet, at dette Sted af Dvpin efter, hvad Poncelet der 
meddeler, var det eneste Exempel, som P. i 1818 kjendte, paa Anta^ 
gelseii af imaginære Punkter paa en reel ret Linje. Saanieget større 
Pris maa vi da sætte paa, under Studiet af Journal Polytechnique for 
3 Aar siden at have opdaget dette vigtige Sted. 

^) Det er her egentlig ufornødent at citere Navne. Imidlertid 
henvises til de to følgende Noter. 

*) Apergu hist. p. 197 fg. Chaslea ombytter her Navnet „Konti- 
nuiteteprincip" med ^de honthigente Relationers Methode". Ved „kontin- 
gente Relationer" forstaar hau de, der ved Ponaelei s ideale Korrela- 
tion ere blevne inkonstruktible (imaginære), og som altid kunne er- 
stattes i Definitionerne, idet man ombytter de givne Definitioner med 
nye, der kun referere sig til de altid konstruktible Dele af Figurerne. 
Ved sin Navneombytning og sin Fremstilling fjerner CSaste selve Prin- 
oipet tilsyneladende fra det Poiicelet ske. Egentlig indskrsenkes det 
derved samtidig, idet det uendelig fjerne ikke kommer med som hos 
Poneekl. Poncelet beklager sig over den Behandling, hans Princip her 
faar, se „Applications" I p. 492 Kote. 

'') Hanlel, Elemente der proj. Geom. p. 7. 

^) Åpphcationa I p, 124 — 25, 

') Udhævet af os. 

') Apphea^ons I p. 374 — 75. 

^) Applications II p. 1G7 fg 

'") AppUcatJons II p. 2U6 fg. 

") Applications II p. 530 fg. 

'*) Vi sigte her fornemmelig til den Dom, Poncelet her og altid 
siden fælder over den bekjendte Fremstilling af Imaginærerne i Planet, 
Bom, først fremsat med sin fulde Styrke af -drffwn?, siden oplevede saa 
mange besynderlige Tilfælde af Glemsel og Gjenopdagelse. Mod denne 
drager Poncelet efter vor Mening temmelig ensidig til Felts. Dens 
Opfatning af det uendelig fjerne synes liel forskjellig fra deii Pon- 
celet'ske; men Sagen er, at de aldeles ikke gaar hinanden i Velen. 

1*) Udhævet af os. 

'*} Applications U. p. 313. 

'^) „Il peut fitre rogardé oomme un veritable axiorae", Appl. II 
p. 337. 

") Applications II. p. 337. 

") Applications I. p. 125, 375 o. s. v. 

'*) Monge betragtede den rette Linjes Stilling til Fladen, som 
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noget tilfældigt — ■ efter Chasles en „relation contingente". Giinjoime 
ræsonnerede, soin vi tidligere (p. 38 — 39) have seet, mere overensstem- 
mende med det sande Kontiuuitetsprinclp. 

'^) „Trailé" I 3den Udg. p. 49, hvor han siger, at det af Konti- 
nuitet 8 princip et følger, at „tous les poinls å Vinfini d'un ■plan puisseut 
„Sire considerés idéalemenl comme dés^ibués sur ane droite unique, sitaée eUe- 
„mSme å l'infini svr ce plan'', uden niermere at godtgjøre dette. Først 
i den følgende Sekt. pag. 52 følger det projektive Eæsonnement, der 
leder til eamme Theorie. 

™) De hidhørende Udviklinger læses Appl. IL p. 346 — 48, 

^') Applicutiona II. p. 543. Udhævelserne af Poneeiei. 

^^) Applications II. p. 372. Sammenlign „Traité" 3den Udg. p. 31. 

'') Vi have tidligere i en Note angivet Steder, hvor Rapporten 
findes trykt. Nærværende Citat findes f. Ek. Applications II. p. 557. 
„Traité" 1ste Udg. p. IS— X. 

^*) Allerede Annales 4de Bd. p. 383 fg. 

") Se herom Applications II. p. 296 Note. 

^^) „2™;«'" I p. XVII. {2den Udg.). 

^') Vi kjende det nærmest gjennem hyppige Citater af Poncelet, 
og have ikke undersøgt den Forhindelse, hvori det er sagt. 

^^) Poncelet sigter et Sted i Applicatious (II. p. 566) til saadaiine 
absurde Reservationer, 

^*) Smig. Moigno, Leg. de eaic. diff. etc. I p. 309. 



vn, 

') Applications II, p. 69. 

^) Se navnlig f. Ex. vor Note til Kap. IL om Schwab's tydske Ud- 
gave af Simson's „Euklids Data". Er den her forekommende Fortro- 
lighed med Begrebet perspektivisk Projektion en Følge af Lamliert's 
Virksomhed? 

') Dog kan rigtignok hele Ilomologien betragtes som Exempel 
paa en ikke-plan Perspektiv. Som andre Esempl er paa, at Projektio- 
nen ikko netop opfanges paa et Plan se „Traité" p. 84 {Art. 166). 

*) Mærk her en vis Vaghed i Poncelet's Udtale af Begrebet, en 
Kurver Orden eller Gradtal: „la ligne du degrée rø . . . ne pouvant 
étro conpée en plus de ra points", hvor han endnu ikke gjør Brug af 
Kontinuitetsprincipets more kategoriske Udtryksraaade, men indskræn- 
ker sig til det reelle eller tæller Sammenfald som enkelte Punkter, 

") „Traité" Art. 9 og fg. 
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'■) Vi kufine ikke iiiidlatle at gjøre opmærksuiii paa den Inilskræk- 
niiig, som Foticelet lier har paalagt sig, ved ikke tillige o.t udstrække 
Ræsonnementet til Egenskaber, hvori ogsaa Vinkler kunne optræde. 
— I Analogi med don Art Egenskaber, han har valgt, kan man gjøre 
et andet Udvalg af Egenskaber nemlig de, der kan udtrykkes ved en 
Formel mellem trigonometriske Funktioner til Vinklerne paa en pri- 
mitiv Figur. Kaldes Vinkelen mellem to sammenstødende Linjer A 




og £paa deu primitive Figur Jfi, Vinkelen 
len S's Heldingsvinkel med Planet AB, 
Planerne SA og SB (AB) haves 

sini£=^''^5'^., 



a. Vinkelen SB b, Straa- 
9 amt Vinkelen mellem 



Paa Basis af denne Formel, kan nu en lignende UdvikliEg af projek- 
tive Sætninger bygges. Hertil kommer endnu denBmkke Sælninger., der 
ere blandede, og for hvilke det projektive Kriterium ligeledes kan op- 
stilles. Allerede et Par Aar efter „Traité 's" Udgivelse udlede de PonceUt 
projektive Vinkelsætninger ved Hjælp af de reciproke Polarer (se p. 94). 

') „Traité" Art. 31. Note. Noten indeholder kun, at Brianchon 
har paavist denne Relations Projektivitet i sin „Mémoire sur les lig- 
nes du second ordre". 

^) I Anledning af denne Overgå 
„Traité" Art. 174, hvor det meddeles 
tion har opnaaet sin Involutionslignioj 
§ 291. 

^) Tids. for Math. 1878 p. 33. 

'") Lad K (Fig. 1) være det gi 
Linje i Keglesnittets Plan, skjærende 
for en vis Stilling af S skal projicere 
tionsplanet vælges i en 
Stilling skal dets Skji 



Qg til Involutionen sammenlign 
, &i Brianchon ved denne Projek- 
;, og forøvrigt Jl/(5iias „bar. Cai." 



Keglesnit og mn den rette 
i ^ og 5. Naar man m\ 
uendelig fjernt maa Projek- 
Ikaarlig Stilling parallelt med ^^5. I denne 
og med Keglen SK være af given Form 
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Hl 



dets As SJ mtot vinkel vseve given; 
irmed er Opgaven overført til den, 



L deime er lig Vinkelen ASS. 
søge det geometriske Sted for de 



' under given Vinkel. Man faar altsaa 
ning af Cirkelen SAB om m«. — Ifald 
vil Torus'ena genererende Cirkel frem- 
Skal det ved Projektionen erholdte 
ir den genererende Cirkels reelle Del 


71 med ima; 


. reelt skjærende 
ginær Skjæring, 


ret Linje 
vil ikke 



Punkter S. hror/ra Korden ÅB s 
en Toms, frembragt ved Omdi 
(Fig. i) A og B ere imaginæi 
deles være fuldkommen bestemt. 
Keglesnit være en Cirkel, 
ind til et Punkt (en Nulcirkel). 

") Naar et reelt Keglesnit o 
skal projiceres til et nyt Syster 
alene Projektionscentret men ogsaa det nye Keglesnit blive imaginært. 

'^) Sammenlign hermed vor Fremstiliing i Anledning af Desargiiess 
Sats Kap. 11. 

") Beviset herfor giver et smukt Exempel paa en Projektion i 
ægte Poneelefsk Aand: De to givne Cirkler med deres endelige reelle 
(eller ideale) FælJoskorde projiceres til to nye Cirkler, saaledes at 
den nævnte Korde falder i det uendelige; samtidig vil det foregaaende 
Plans uendelig fjerne rette Linje blive det nye Cirkelpars endelige 
Fælleakorde og Homologi egen skab en som deskriptiv sees at tilhore 
begge Fælleskorder. 

'*) Aperqu Hit. p. 214, Saavel i denne som i C/i.'s Rapport frera- 
hteves flere af PonoeleCs Sætninger fra Relief perspektivet som særlig 



") Hankefs af os oftere nævnte „Elements der proj. Geom." synes 
at være den første Lærebog, der nogenlunde udnytter den projektive 
Methode. Den anbefaler sig, foruden ved sin fortræffelige historiske 
Oversigt, specielt herved. 



y Google 



vin. 



sin „Réfiexions sur l'usage de Tana- 
■ie des poles". (Sralg. Texten p. 44). 
(Høsten 1S21) findes det plane Aua- 



') Saaledes citerer Poncelet 
lyse etc." Ann. 8de Bd. „la thé 

^) Endnu i 12te Rd. af An 
logon opstillet som Problem, 

*) Ånn. 8de Bd. p. 36. 

*) Ånn. 9de Bd. p. 389. Den følgende Ordlyd i 
dre væsentlige Punkter afvigende fra det 
lier har omskrevet Oiiginaleu. 

') Ann. 9de Bd, p. 321—45. Oplysning Li 
Zeuthen, da vore Excerpter her havde en Lakune. 

^) Ann. Ilte Bd. p. 326, 

') Ikke længe efter meddeler Vecten, Ann. I2teBd. p, 
geometrisk Bevis for den Iste Sætn., grundet paa „de 
1 afkortede Pyramide" 



delt da var kjendt gjennen 

') 2den Udg, p. 120. 

») Ami. 15de Bd. p. 157. 

'") SamiaeBt, p. 273. 

") Sammenlign de reciproke Sætninger c 
i hans Uddrag af Dandelin'a Afh. Ann. 15de 
ligeledes endnu lader Reciprociteten uomtalt, 
at han har reflekteret over dette. 

") Smlgn. Note til Kap, III. 

") Ann. 16de Bd. p. 209—331. 

'*) En anden urigtig Forestilling viser hans Ber 



delige. da vort Excerpt 
kylde vi Dr. 



69, et rent 
hekj endte 



. Monges og Brianchon s Udviklinger 



Det V 



at det 



mpplei 



mentære Triangel paa Kuglen spiller samme Rolle, som det 
: (i Planet) eller den. 2den Ordens Plade (i Rummet) m. II. t, 
hvilken de reciproke Polarer dannes. Som bekjendt er det en imagi- 
nær Kegle med Spids i Kuglens Centrum og med den uendelig ^erne 
imaginære Cirkel til Baaia, der frembringer denne sfæriske Reciprocitet 
og spiller den nævnte „Rolle". 

'=) Ann. 17de Bd. p. 37. 

'^) Anal-geom. Entio. II (183 [). Vorrode p. VI. 

") Sammest. p. VII. „ist, so viol ich weiss, ttnabgedruckt und 
uoerwåhnt geblieben". 

'*) Poncelet, Applications II p. 529. 

'^) Naar Poncelet (sammesteds) siger „April 1827", maa herved 
hentydes til, at Heftet maaske saa sent kom ham i Hænde. Gergonnes 
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Artikel findes trykt efter et Arbeide ai Aiel, dat. 2den Nov. 183G, som 
aabner Jan.-Heftet, og foran P oncelel' s Aanonne, der er skrevet i Dec. 
s. A. P. beskylder G. for at have antidateret sin Afh. 

^'') Ann. 17de Bd. p. 265. Poncekt's Brev trykkes ikke her i 
sin Helhed. Resten indtoges under Polemiken i det følgende Bd, 
Det findes optrykt Tr. d. pr. pr. II. p. 324. 

^') „Réflexions sur le précédent article" Ann. Bd. 17 p. 272. 

^^) Efter at have mindet om en tidligere Annonce af Gergonne's 
om Situationsgeometrieiis Dualitet hedder det; „Dans un Mémoire 
„préaenté récemment å l'Académie royale des Sciences, M. Poncelet 
„a repris ce sujet avec de plus amples développements ....". 1 sit 
Aftryk af de forskjellige hidhørende Anineldelser i Ferruaac's Bulletin 
(Tr. d. pr. pr. II. p- 379 fg.) siger Poncelet gjentagende, at de skrive sig 
ir& Oergonne selv under Pseudonymen Saigey. Mere herom kjeude vi ikke. 

*'} Trykt i Ann. 18de Bd. p. 125 samt Tr. d. pr. pr. 11. p. 363. 

^') Dels som Noter til foregaaende dels i en efterfølgende Arti- 
kel, indeholdende den omtalte Rettelse. 

^'■) Aftrykket af donne i Tr. d. pr. pr. II. p. 57 fg, er ikke nøi- 
agtig overensstemmende med Originalen. Saaledes smlgn. hans LTdle- 
delse af en Kurves Klasse p. 68. 

'^) Anal.-geom. Entw. II, Vorrede p. V (Note). 

^0 Smig. ea ai Forf. forfærdiget Model, forestillende de rette 
Linjer paa en Flade af 3die Klasse, beroende i Kr.ania Univ. Model- 
samling. Se ogsaa Catalogue of tbe spocial loan coUect. of sciont. 
app. at the South Kensingt. Mus. 1877 p. 35. 



') Se i. Ex. hans Udtalelse i Begyndelsen 4de Sektion, hvor han 
gaar over til de metriske Egenskaber om Vinkler: „On n'en" (nemlig 
over at disse metriske Egenskaber falder ind tinder de projektive) 
„sera nullemeut étonné, si l'ou considore que les propr. proj. des fig. 
„sont uécessairement les plus générales de celles qui peuvent leur 
„appartenir; en sorte qu elles doivent comprendre, comme simples cor- 
„rollaires, toutes les autres propriétés ou relations particuliéres de 
„l'étendue . . . ." Art. 446. 

^) I dette Aar forfattede han (se nedenfor Kap. X) sin „Théorio 
générale des centre de røoyonnes harmoniqnes" hvori han i Noten II 
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(„Traité" aden Udg. 1866, II. p. 53) siger, at Lan vil fremsætte en al- 
mindelig og meget vigtig Observation, hvorpaa han ikke liar „insisté" 
tilstrækkelig i sin „Traité" nemlig: „Il n'est, poui' aiuai dire, aucun 
„relation !nétric[ue, entre les distances d'une iigure, qui ne puiase étro 
„préparée, généralisée ou tranaformée d'une maniére convenable pour 
„satisfaite aux conditions partieuliéres de prf^'eetibilité indiquée aux 
„ariiclea 9, 10 et 45 de ce Traité et appelées au No. 18 du present 
„volume". Ångaaendc den Form, som denne Udtale her har, er den 
omarbeidet, saa den passer til 2det lid- af „Traité" („present volume"). 

') „Traité" Art. 27. 

'') Ciebsck, Vorlesungen, bearb. v, Dr. Lindemam I. p. 150, 

^) Som man ser, kan Systemet af alk Cirkler i samme Plan med 
samme givne Radius projiceres ti! det plane System af alle Keglesnit 
(K'), der skjære et givet {K) i to faste Punkter M og N, samt tan- 
gere et hvilketsomhelst Tangeiitpar til K fra et Punkt P paa MN. 

*) Clebsch Vorlesungen bearb. v. Lindemaim I. p. 147 fg. medde- 
ler diase og flere lignende Egenskaber. De mere synthetieke Beviser, 
vi have meddelt, tilhøre en hel Række saadanne for diese og endnu 
flere Egenskaber. 

') Ti maa ved denne Sætnings Udtale gjøre opmærksom paa, at 
det uendelig fjerne Punkt paa en Cirkelassymtote, o: Cirkelpunktet 
selv, bar en aldeles ubestemt Afstand fra ethvert i Endeligheden be- 
liggende Punkt i Planet, da dot ligger paa enhver Cirkel om samme, 
hvilken end Radien er. (Blandt alle de Værdier, der tilfredsstille en 
vis Ligning, F = O , vil aabenbart ogsaa de Værdier indgaa, der til- 
fredsstille Ligningen F = ubestemt), 

*) Houvelles annales de math, 1S53 p- 57 (Citatet efter Clehsalis 
Vorlesungen I. p. 148, Nouv. ann, holdes ikke paa Univ.-Bibl.), 

») Paa Grund af Uhekjendtskab med Laguerre's oprindelige Bevi- 
ser, anfører vi her et, som medfører noget mindre Reduktioner ead 
de, vi ellers har se et. 

'") Cayley, A sisth memoir upon quanfcies (Philosophical Transact, 
vol. 149. p. 61). Efter et Par Citater af Linrfma/i« (Projectiv. Behandl, 
der Mechanik starrer Korper p. 5) saa det ud, som om Cayley i denne 
skulle have opstillet Maalsbestemmelsen i Rummet, Dette forholder 
sig ikke aaa; mulig er ogsaa Lindemaim paa betræffende Sted misfor- 
staaet af os. Derimod behandler Caijley i nævnte „Memoir" bl, a. 
Maalsbe stemmels en paa Kuglen, 

") Mathematische Annalen IV. p. 572 og VL p. 113. 1 disse 
Afhandlinger overdrager Kleia ogsaa Cayley's Maalsbestemmclse paa 
Kummet. 
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'^) Fluoker: „Ueber solche ruiiote, die bei eiiier hoheren Ordnung 
als der zweiten den Brennpuukten der Kegelschnitte entsprechen". 
Crelle's Journal Bd. 10, p. S4. 

") Salmon og Hart har yderligere studeret disse Punkter. Sam- 
menlign ogaaa; Elling Solst, „Eiii paar allgemeine metrische Satse fiir 
slgebraische Kurven" Math. Ann. Bd. 11 p. 341. 

'*) Det ovenfor nævnte Habilitation skrift „Projectiv. Behandl, der 
Mech. starrer Korper". 



X. 

') „Tratte" II. p. 1—56. 

") „Traité" n. p. 67-121. 

^ „Traité" II. p. 133—334. 

*) „Traité" II. p. 335—310. 
, *} Om Poncelet's senere Liv findes Meddelelser, dels i Forordene 
til hans „Applications" og fornemlig „Traité" 3den Udg. I. p. VIII — 
IX. Se ogsaa Dupin's Tale ved Ponoeiet's Grav, Comptes rendua Bd. 
66 p. 85. 

^) Smig. Hankel: Eiem. der proj. Geom, p. 31. „Bar. Cai." om- 
taler (Forordet p. XI) to Opgaver stillede som Anhang til „Beob. auf 
der Kon. Sternwarte zu Leipz. 1S23". 

O „Bar. Cai" p. 426. 

^) Smig. „Apergu hiatoric[ue" p. 394. Meddelelsen om Ceva's Ge- 
ometri „De lineis rectis se invicem secantibiis statica constroctio". 

^ „Bar. Cai." p. 366 fg. 

"^ „Bar. Cai." p. 310, Note. 

") Denne almindelige Definition, som vi optage efter Hankel, 
ligger fomemlig indesluttet i en indskudt Parenthos, p- 303. Man vil 
maaske indvende, at Mdb. om Reciprociteten bruger Ordet „Entspre- 
chen" istedetfor „Verwandtschaft". 

'^) „Bar. Cai." p. 243 fg. 

") „Bar. Cai." p. 317, ligesom Forordet p. XII. 

'*) De senere tydske Behandlinger f. Ex. i Clebsch, Vorlosungen 
o. 1. ere Uddrag af Msbius'a: „Bar. Cai.", der ogsaa har den simple 
Betegnelse iA,B,C,I)). 

1^) „Bar. CaL'i p. 298. 

'^J „Eniwickelungert" I, Fortalen p- VII. 

'O „Annaks" 7de Bd. p. 322. 

'^) „.innales" 4de Bd. p. 93, 

■') Yttring i Fortalen til 1ste Bd. p. V. 
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